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წ. थत 


स्वनाम धन्य पूज्य गुरूवर प्रोफेसर ошо очо सिंह के 
निर्देशन में हिंदी माध्यम से यह शोध-प्रबंध प्रस्तुत करते हुये मुझे 
जपार श्रसन्‍नता का अनुभव हो रहा है. वस्तुत: प्रारम्भ में हिंदी 
माध्यम से शोध करने का निर्देश जब गुरूदेव (प्रो० सिंह) से मिला 
था, तो मैं आशंकित था कि क्या मैं इस कठिन दायित्व का सफलता 
पूर्वक निर्वहन कर TET, लेकिन यह पूज्य गुरूवर की असीम 
कूपा का फल है कि यह शोध-प्रबंध निश्चित अवधि में न केवल 
पूरा छुआ है अपितु मुझमें राष्ट्रभाषा के प्रति एक गहरे गौरवपूर्ण 
अहसास का बोध भी छुआ है. इस शोध-प्रबंध का सफल निष्पादन 
पूज्य गुरूदेव द्वारा प्राप्त सहयोग, सहायता, सफल मार्ग निर्देशन 
एवं आशीर्वाद के फलस्वरूप ही संभव St सका है. 


गणित dd ç eg एवं fe समझे जाने वाले विषय में हिंदी माध्यम से 
शोध करने का यह आंकिचन प्रयास प्रोफेसर लिह की राष्ट्रभाषा के प्रति प्रेम निष्ठा 
समर्पण व дат भावना को समर्पित Š 


मैं श्री Фо сто Trac ( प्रवक्ता, भौतिकी विभागा, 
राजकीय महाविद्यालय, ऋषिकेश) का हृदय से आभारी हूँ 
जिन्होंने मुझे सर्वप्रथम गुरूदेव प्रोफेसर सिंह के निर्देशन में शोध 
करने हेतु प्रेरित किया तथा स्वयं ही मेरी जिज्ञासा को माननीय 
प्रोफेसर सिंह के सम्मुख व्यक्त किया. 


मैं माननीया श्रीमती सिंह के विशेष सहयोग एवं सहानुभूति 
के प्रति अत्यंत ऋणी & जिन्होंने इस शोध कार्य में प्रारम्भ से अन्त 
तक अपने स्नेह एवं अक्षय वात्सल्य से मेरा मनोबल कायम रखा 
तथा एक पारिवारिक सदस्य की भांति असीम स्नेह दिया. 
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इस शोध-प्रबंध में 'केन्द्रीय हिंदी निदेशालय ' (शिक्षा विभाग) 
दूवारा प्रकाशित “हिंदी वर्तनी मानकीकरण ” शीर्षक पुस्तिका में 
संस्तुत निर्देशों का भरसक पालन करनें का प्रयत्न किया गया है. 
लेकिन कतिपय शब्दों को अध्ययन की दृष्टि से पूर्व प्रचलित रूप 
में ही प्रयोग किया गया है. परिवर्तित वर्तनी के कुछ रूप इस प्रकार 
ё 


ча प्रचलित रूप नव मान्य रूप 
हिन्दी हिंदी 
द्वितीय द्वितीय 
प्रबन्ध प्रबंध 
सिद्धान्त सिद्धांत 


प्रस्तुत शोध-प्रबंध में वैज्ञानिक एवं तकनीकी शब्दावली 
आयोग, भारत सरकार दूवारा प्रकाशित “geq पारिभाणिक शाब्द 
संग्रह ” का उपयोग किया गया है. हिंदी में पूर्ण विराम (1) के 
स्थान पर तकनीकी कारणों से अंग्रेजी के पूर्ण विराम (.) का प्रयोग 
किया गया है. 


मैं गुरूकुल कांगड़ी विश्वविद्यालय के संस्थापक, HERS 
दयानंद के शिष्य और राष्ट्रपिता महात्मा गांधी के सहयोगी Heft 
श्रद्धानंद जी महाराज का सर्वोर्परि कृतज्ञ हूँ जिन्होंने भावी पीढ़ी 
के लिये अध्ययन एवं भारतीय संस्कृति को संरक्षित रखने के लिये 
इस अद्वितीय शिक्षा मंदिर का निर्माण किया. 


मैं uro Ho Чо सिंह (अध्यक्ष, गणित विभाग), Sto वी० 
अरोड़ा, STO Udo чето गुलाटी, Sto umo Yo सिंह, Sto ао 
Fo शर्मा और विज्ञान महाविद्यालय, गु० pio वि० हरिद्वार 
के अन्य विद्वानों तथा कर्मचारियों का इस शोध कार्य के दौरान 
विशेष सहयोग एवं सहानुभूति के प्रति धन्यवाद ज्ञापित करता हूँ. 
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में उन सभी विद्वानों का भी मन से आभारी हूँ जिनकी 
रचनाओं, शोध पत्रों एवं परामर्शा से मैं प्रत्यक्ष अथवा परोक्ष रूप 
से लाभान्वित हुआ हूँ. Y Sto Ho विद्यालंकार (पुस्तकालयाध्यक्ष, 
по io Тао, हरिद्वार) का भी आभारी е जिन्होंने सीमित 
साधनों के बावजूद अपने प्रयासों से अध्ययन सामग्री उपलब्ध 
कराने में विशेष सहयोग दिया. 


== अवसर पर मैं अपने बड़े भाई श्री एल० पी० जोशी 
( सहायक अभियन्ता ) एवं श्री टी० एस० रौतेला (eere अभि०, 
टी.एच.डी.सी., ऋषिकेश), श्री uero Mo पुरोहित तथा श्री आर० 
Фо त्यागी का हृदय से आभार व्यक्त करता Š जिनके समयानुकूल 
प्रेरणादायक एवं उत्साहवर्धक प्रसंगों से इस कार्य को सम्पन्न करने 
में विशेष सहायता मिली है. 


अंतत: मैं tee श्री विमलेश बहुगुणा, ऋणिकेश का इस 
शोध-प्रबंध के कुशल टंकण . हेतु हार्दिक धन्यवाद करता हूँ. 


ბფ QS 
30 जुलाई 1994 महेश <= 
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SUMMARY 


प्रकाशान/ PUBLICATIONS 


अध्याय | 
STAT 


यह अध्याय पूर्ण रूपेण परिचयात्मक है. बानाख संकुचन 
सिद्धांत एवं इसके कुछ सफल व्यापकीकरणों सथा gr संकुचन 
सिद्धांत, नाडलर बहुमानी संकुचन सिद्धांत आदि तथा संकर 
संकुचनों का संक्षिप्त विवरण प्रस्तुत किया गया है. साथ में एल. 
जादेह чата अन्वेषित अस्फुट समुच्चयों एवं अस्फुट विश्लेषण 
में स्थिर बिंदुओं के अध्ययन पर भी संक्षिप्त परिचय प्रस्तुत करने 
का प्रयास किया गया 8. अंत में शोष TAT A किये गये कार्य 
की रूपरेखा पर प्रकाश डाला गया है. 

इस अध्याय के निम्न अनुभाग हैं : 


प्रारम्भिकी 

ATA संकुचन सिद्धांत 

युंक संकुचन सिद्धांत 

बहुमानी एवं संकर संकुचन प्रतिचित्रण 
अस्फुट समुच्चय 

आगामी अध्यायों की रूपरेखा 


St EI САТЕ 


] 
प्रारम्भिक 


\ प्रायोगिक गणित के सफल साधनों हेतु स्थिर बिंदु प्रमेय की 
| उपयोगिता को मद्देनजर रखते हुये विगत कुछ दशकों में विभिन्न 
, समष्टियों सथा दूरीक, २-दूरीक, सास्थितिक, «пята, Beat, 
प्रायिकतात्मक, समपरिवेश एवं ARS मानकित समल्टियों पर 
TET रूप में स्थिर बिंदुओं का अध्ययन छुआ है तथा अब भी स्थिर 
बिंदुओं का अध्ययन, गाणिलज्ञों एवं शोधकर्ताओं को निरन्तर 
आकर्णित किये जा रहा है. स्थिर बिंदु सिद्धांत के विगत साहित्य 
FT अध्ययन करने पर यह स्पष्ट होता है कि स्थिर बिंदु प्रमेयं 
की उपयोगिता एवं व्यावहारिकता को किसी Fad क्षेत्र तक 
परिबद्ध करना न्यायोचित नहीं है. स्थिर बिंदु प्रमेय 
अवकल-समाकल ӘБ тЇ, अर्थशास्त्र, क्रीड़ा सिद्धांत, अभिकलित्रीय 
विज्ञान, फलन विश्लेषण, गति विज्ञान एवं इष्टतम संचालन आदि 
अनेक क्षेत्रों में प्रमुख भूमिका निभाता रहा है. सन्‌ 1910 में एल. 
ब्रावर ने परिबदूध папа पर स्थिर बिंदुओं का अध्ययन करले 
हुये प्रदर्शित किया कि परिबद्ध 1-गोले पर संतत GIRIT 
एक स्थिर बिंदु रखता है तत्पश्चात BS गणिलज्ञों ने ब्रावर के 
परिणाम को व्यापकीकूत किया एंव अनेक स्थिर बिंदु प्रमेय स्थापित 
किये, I प्रायोगिक गणित के क्षेत्र में बानाख द्वारा स्थापित 
प्रमेय विशेष महत्व रखता है. 


सन्‌ 1922 में स्टीफन बानाख ने किसी पूर्ण दूरीक समष्टि 
पर संकुचन प्रतिचित्रणों हेतु स्थिर बिंदुओं का अध्ययन किया तथा 
एक स्थिर बिंदु सिद्धांत प्रतिपादित किया जो बानाख संकुचन 
सिद्धांत के नाम से ga है. 


किसी दूरीक समष्टि X पर कोई स्पप्रतिचित्रण T deat 
प्रतिचित्रण होता है यदि X के प्रत्येक अवयव x,y के लिये किसी 
स्थिरांक 0 < k <1 का इस प्रकार अस्तित्व हो कि 
(1.1) 405, Ty) < kd(x, y). 
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= 


bs ; 
TTT संकुचन सिद्धांत 


किसी पूर्ण दूरीक समष्टि X पर बानाख संकुचन प्रतिचित्रण 
T एक अद्वितीय स्थिर बिंदु रखता है, अर्थात्‌ X में एक औरं केवल 
एक बिंदु 2 का इस प्रकार अस्तित्व होता है कि 
Їй = Z, 


कालान्तर में कई गणितज्ञों ने इस सिद्धांत को विभिन्न 
परिस्थितियों में विभिन्न समष्टियों पर व्यापकीकूल करते हुए, FE 
महत्वपूर्ण स्थिर बिंदु प्रमेय स्थापित किये (aa, उदाहरणार्थी, 
[49], [14], [17], [18], [21], [25], [28], [31], [32], [33], [35], [37], [40], 
[42], [43], [51], [56], [58], [60], [61], [62], [75], [76], [77], [89], [97], 
[106], [113], [117], [118], [121], [134], [136], [141], [149], [153], [162], 
[171], [174], व [178]). 


इसी क्रम में बानाख संकुचन सिद्धांत को विस्तारित करते 
gu युंक [75] ने 1976 में दूरीक समष्टि पर दो क्रमवित्तिमयी 
प्रतिचित्रणों हेतु एक स्थिर बिंदु प्रमेय स्थापित किया. यह प्रमेय 
सामान्यतया 99 संकुचन सिद्धांत के नाम से जाना जाता है. 


3 
Gr संकुचन सिद्धांत 


मान (Х,а) एक दूरीक чае है तथा 5 और T 
समष्टि % पर ऐसे क्रमविनिमयी प्रतिचित्रण हैं कि S(X) < T (X) 
और T(X) समष्टि X का एक पूर्ण उपसमष्टि है. यदि स्थिरांक 
0 < К < | का अस्तित्व इस प्रकार हो कि X के प्रत्येक अवयव 
x,y के लिएए 
(3.1) d(Sx, Sy) < kd(Tx, Ty) 


तब प्रतिचित्रण युग्म (S, T) के लिये समष्टि X A एक उभयनिष्छ 
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स्थिर बिंदु होता है, अर्थात्‌ XH एक और केवल एक ऐसे बिंदु 
7 का अस्तित्व होता है कि Sz = 2 = Tz. 


यह स्पष्ट है कि शर्त (3.1) में T को तत्समक प्रतिचित्रण लेने 
पर ATT संकुचन सिद्धांत प्राप्त होता है. 


Ir संकुचन सिद्धांत से स्थिर बिंदु प्रमेयों के अध्ययन ТЇ 
एक नई दिशा का सूत्रपात छुआ. अनेक गणितलज्ञों ने युंक संकुचन 
सिद्धांत को विस्तारित एवं व्यापकीकृत किया तथा दो या दो से 
अधिक प्रतिचित्रणों के लिये, जो एक या एक से अधिक प्रतिचित्रणों 
के साथ परस्पर क्रमविन्तिमयी हैं; स्थिर बिंदु प्रमेय स्थापित किये 
(देखें, उदाहरणार्थ [31], [42], [74], [76], [77], [78], [82], [89], 
[106], [108], [154], [171] ). 


इसी प्रकार क्रमविनिमयता की शर्त को शिथिल करके част 
क्रमविन्तिमयी, दुर्बल* क्रमविनिमयी एवं उपगामी क्रमविन्तिसयी 
प्रतिचित्रणों की संकल्पना प्रस्तुत की गयी तथा да संकुचन 
सिद्धांत के अनेक महत्वपूर्ण व्यापकीकरण प्राप्त ва (देखें, 
उदाहरणार्थ [31], [42], [74], [79], [106], [107], [108], [112], [113], 
[154], [157]). 


чае X पर कोई स्वप्रतिचित्रण अविस्तारी प्रतिचित्रण 
कहलाता है यदि X के प्रत्येक अवयव x,y के लिये 
(3.2) d(Tx, Ty) < d(x, y) 


उदाहरणतया, तत्समक प्रतिचित्रण, समदूरीक प्रतिच्चित्रण एवं 
स्थानान्तरण प्रतिचित्रण आदि अविस्तारी प्रतिचित्रण हैं. यह स्पष्ट 
हे कि अविस्तारी प्रतिचित्रण, संकुचन प्रतिचित्रणों के व्यापक स्वरूप 
हैं तथा अविस्तारी प्रतिचित्रणों 89 यह आवश्यक नहीं है कि स्थिर 
बिंदुओं का अस्तित्व अद्वितीय हो. 


स्थिर बिंदु सिद्धांत के geq साहित्य से प्रतीत होता है कि 
दूरीक, ama, हिलबर्ट, EEE आदि समष्टियों पर 
अविस्तारी एवं अविस्तारी प्रकार के प्रतिचित्रणों Sg स्थिर बिंदुओं 
के अस्तित्व पर गहन अध्ययन हुआ है तथा अनेक महत्वपूर्ण 
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परिणाम प्राप्त किये गये हैं (देखें, उदाहरणार्थ [6], [24], [45] 
[47], [67], [69], [69], 83], [119], [127], [144], [145], [146], [179], 
[180], [181]). 


4 
बहुमानी ud संकर संकुचन प्रतिचित्रण 


गणितीय विज्ञान में बहुमानी प्रतिचित्रणों का विशेष महत्व 
है. वस्तुत: हाउसडॉर्फ दूरीक का प्रयोग करते हुए नाडलर [100] | 
एवं मार्किन [99] ने बहुमानी प्रतिचित्रणों हेतु स्थिर बिंदुओं $ 


अस्तित्व का अध्ययन प्रारम्भ किया. “8 


समष्टि X से X के अरिक्त उपसमुच्चयों की ante पर कोई 
प्रतिचित्रण T बहुमानी संकुचन प्रलिचित्रण होता है यदि X के प्रत्येक 
अवयव x, у के लिये 0 < К <1 का इस प्रकार अस्तित्व हो 
fes 
(4.1) H(Tx, Ty) < kd(x, y) 


यह स्पष्ट है कि यदि Т usa प्रतिचित्रण लिया जाय 
AS ATT संकचन शर्त प्राप्त होती है 


नाडलर [100] ने बहुमानी संकुचन प्रतिचित्रणों हेतु पूर्ण «Я. 
समष्टि पर एक स्थिर बिंदु प्रमेय स्थापित किया जो नाडलर 
संकुचन सिद्धांत के नाम से जाना जाता 8. (देखें, अध्याय HI) ` 
तत्पश्चात्‌ कई пані ने नाडलर संकुचन सिद्धांत को 
विस्तारित , व्यापकीकूत एवं उन्नत करले हुए कई प्रमुख 
बिंदु प्रमेय प्राप्त किये (दिखें, उदाहरणार्थ [1], [3], [10] [11], [ 
[24], [27], 30], [41], [43], [49], [50], [51], [52], [57], [63], [67], - 


EE С=С =ЕСЄЫС=СССХ 


दूसरी ओर सिंह एवं कुलश्रेष्ठ [159] - [160] ने एकमानी एंव बहुमानी 
प्रतिचित्रणों के लिये व्यापक संकर संकुचन शर्त की संकल्पना 
प्रस्तुत की तथा कुछ संपात बिंदु प्रमेय स्थापित किये, यहाँ सिंह 
एवं कुलश्रेष्ठ दूवारा प्राप्त परिणाम का उल्लेख करना आवश्यक 
प्रतीत होता है. 


प्रमेय 4.1 [159]. मान लें (X, d) एक दूरीक «ы हैं 

तथा Т समष्टि X से CL(X) पर बहुमानी प्रतिचित्रण है. यदि 

f: X—X एवं धनात्मक पूर्णांक д < 1 का इस प्रकार अस्तित्व 

हो कि T(X) cf(X) तथा f(X), (T, #)-कक्षत: पूर्ण हो एवं X के 
सभी अवयवों x, y के लिये 


(4.2) H(Tx, Ty) < q अधि (Ф, fy}, १७, Tx), d(fy, Ty), 
[d (fx, Ty) + d(fy, Tx) 1 2) 


तो X में Т तथा £ के लिये एक संपात बिंदु होता है, अर्थात्‌ X 
में एक ऐसे बिंदु 2 का अस्तित्व मिलता है कि fze Tz. 


उल्लेखनीय है कि यदि संकुचन शर्त (4.2) में f तत्समक 
प्रतिचित्रण हो तो किरिक [27] दूवारा अन्वेषित व्यापक बहुमानी 
संकुचन शर्त (देखें, अध्याय HI, प्रमेय 3.1) प्राप्त होती है. 


उपर्युक्त परिणाम को रोड्स, सिंह एवं कुलश्रेष्ठ [135], सिंह, 
हा एवं तचो [158] तथा अन्य а गणिलज्ञों द्वारा उन्नत एवं 
विस्तारित करते ва अनेक महत्वपूर्ण परिणाम प्राप्त किये गये. 
शास्त्री, राव Ud राव ने निम्न उदाहरण दूवारा दिखाया कि 
प्रमेय 4.1 की शर्ते वास्तव में प्रतिचित्रणा T 89 स्थिर बिंदु के अस्तित्व 
के लिये पर्याप्त नहीं है. 


उदाहरणा 4.1. यदि М = [0, თ Ud सभी x, y, € М के 
लिये fx= 2x तथा Px = [1 + х, о). 


साथ ही शास्त्री, राव Ud राव Я सिंह एवं Bass [159] 
में उठाये गये इस प्रश्‍न, कि प्रमेय में कौन सी शर्ते जोड़ी जांय 
कि f एवं T 89 उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु का अस्तित्व प्राप्त हो जाय, 
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का निम्न शर्ते जोड़कर उत्तर देने का सफल प्रयास किया है. 


(1) T समुच्चय IT) पर संतत gr, 
x € X 
(11) X के सभी x, у, Z के लिए fx е Ту के साथ 


d(fx, fy) < H(Tfy, Tfz). 


इसी क्रम Y यहां संकर संकुचन के लिये pert [98] की प्रमेस 
का उल्लेख करना न्यायोचित होगा जो दो संकर प्रतिचित्रणो के 
उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु का दावा करती है. 


प्रमेय 4.2 [98]. मान लें (X,d) एक पूर्ण दूरीक чаї है, 
f RZ Xue संतत स्वप्रतिचित्रण है एवं T:X > CL(X) एक 
बहुमानी प्रतिचित्रण है, यदि £ एवं T क्रमवित्तिमयी ві, दिये हुये 
बिंदु xo € X के लिये x, का इस प्रकार अस्तित्व हो कि fx, € Txo 
तथा X के प्रत्येक अवयव x, y के लिये 0 <q < 1 का इस प्रकार 


अस्तित्व हो कि 
LI Tx, Ty) < ძძ(L, fy) 


तो समष्टि X में बिंदु 2 का अस्तित्व इस प्रकार मिलता है कि 
= fz e Tz, अर्थात्‌ f एवं Т के लिये बिंदु 2 एक उभयनिष्ऊ 
स्थिर बिंदु है. 


नैम्पली, सिंह एवं हविटफील्ड [102] A उदाहरण देकर 
स्पष्ट किया कि उपर्युक्त परिणाम (प्रमेय 4.2 ) की शर्ते स्थिर बिंदु 
के अस्तित्व के लिये पर्याप्त नहीं हैं. स्थिर बिंदु सिद्धांत के साहित्य 
में संकर प्रतिचित्रणों हेतु विभिन्न ABET यथा दूरीक, 2-दूरीक, 
समपरिवेश आदि पर अनेक महत्वपूर्ण परिणाम प्राप्त किये गये 
हैं (देखें, उदाहरणार्थ [7], [26], [42], [44], [95], [105], [102], [135], 
[156], [157], [158], [163], [164], [167] ). 
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5 
अस्फुट समुच्चय 


एल. जादेह [187] द्वारा AME अस्फुट समुच्चय की 
अवधारणा से गणितीय विज्ञान तथा अन्य अनेक क्षेत्रों में एक नये 
युग का प्रादुर्भाव हुआ. अर्थशास्त्रियों, जैव वैज्ञानिकों, गणितज्ञों, 
भौतिक शास्त्रियों तथा अन्य чах अनेक क्षेत्रों में अस्फुट 
समुच्चयों का TE रूप में उपयोग किया जा रहा है. प्रोफेसर 
जादेह [187] द्वारा प्रतिपादित अस्फुट समुच्चय की чага का 
प्रयोग एक ऐसे गणितीय erat, जो एक ऐसी प्रक्रिया सा पद्धति 
है जो AT अनिश्चितताओं के दूवारा उत्पन्न होती है, को विकसित 
करने के लिये उपयोग की जा रही है. प्रोफेसर जादेह का यह 
महत्वपूर्ण अनुसंधान गणित, अभियांत्रिकी, अभिकलित्रीय विज्ञान, 
जैविक विज्ञान एवं आर्थिक क्षेत्रों मे वैज्ञानिकों को निरन्तर 
29-149 शोध के लिये प्रेरित कर रहा है. सर्वप्रथम गणितज्ञों द्वारा 
अस्फुट समुच्चयों का सांस्थितिकी के क्षेत्र में बड़े पैमाने पर 
अध्ययन किया गया. 


परिभाषा 5.1. मान लें X एक समुच्चय है. X में अस्प्छुट 
समुच्चय (उपसमुच्चय ) ABT एक फलन М: X > [0,1] द्वारा 
पारिभाषित करते हैं, जहां M A (х) समुच्चय А पर बिंदु х के लिये 
सदस्यता संतुलन प्रदर्शित करता है. फलन M को सदस्यता 
फलन कहते हैं. 


sege समुच्चय सिद्धांत के विकास में अनेक गणिलज्ञों 
द्वारा अस्फुट दूरीक समष्टि को विभिन्न रूपों में पारिभाषित 
किया गया है. हम इनको मुख्यत: दो भागों में विभाजित कर सकते 
हैं. प्रथम, जिसमें अस्फुट अवयवों के बीच सामान्य (गणनात्मक) 
दूरीक का प्रयोग किया गया है तथा द्वितीय, जिसमें अवयवों के 
बीच अस्पफुट दूरी को लेकर अस्फुट दूरीक सम्रष्टि को पारिभाषित 
किया गया है (देखें, उदाहरणार्थ [8], [13], [20], [55], [87]). 
क्रामोसिल एवं साइकलेक [87] दवारा पारिभाणित заре दूरीक 
ART से इस क्षेत्र में स्थिर बिंदु के अस्तित्व का अध्ययन रूचिकर 
एवं महत्वपूर्ण हुआ है. वास्तव में क्रामोसिल एवं साइकलेक [87] 
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दूवारा प्रयुक्त परिभाषा निम्नवत्‌ है. 


परिभाषा 5.3 [87]. दविआधारी संक्रिया » [0, II x [0, І]. 
> [0, 1] (संतत) (-मानक होता है सदि ( [0,1], +) इकाई । | 
के साथ आवेली Artes इस प्रकार हो कि a * 9 < c <d जहॉ — 
a sc तथा < d, (a, b, ०, d e (0, II). 


परिभाषा 5.3 [87]. त्रिक्‌ (X, M, +) एक अस्फुट दूरीक ABE 
होता है यदि X एक मनमाना समुच्चय हो, + एक संतत -मानक 
हो तथा М एक अस्फुट समुच्चय X? x [0, თ) इस प्रकार हो 
कि 


თ Mice OI, 


(i) प्रत्येक > 0 के लिये M(x, у, t) = І यदि और 
केवल यदि x = y, 


(iii) M(x, y, t) = M (y, х, t) 
(iv) M(x, y, t) ж M(y, z, 5) = M(x, 2, t+ s) 


(у) प्रत्येक х, V 2 € X, tts > 0 के लिये Mix, ५.) : 
[0, ०) > (0, 1] वाम-संलल हो. 


अस्फुट दूरीक समष्टि की उपर्युक्त परिभाषा को लेकर 
ग्रेलियक [48] ने тат संकुचन सिद्धांत को अस्प्ुट че. 
समष्टि ва व्यापकीकूल किया. तत्पछचात्‌, अनेक गण्ििलज्ञों ने 
संकुचन प्रतिचित्रणों हेतु अस्फुट दूरीक समझ्टि पर अनेक . 
महत्वपूर्ण परिणाम प्राप्त किये हैं ( देखें, उदाहरणार्थ [8], [13], : 
[48], [94], 151], [165], [170], [182], [183] ). I 


UT TUUS 一 一 


6 
आगामी अध्यायों की रूप रेखा 


इस शोध-प्रबं ध में इस परिचयात्मक अध्याय के अतिरिक्‍त पांच 
अन्य अध्याय सम्मिलित है. 


अध्याय I A पूर्ण दूरीक समष्टि पर एकमानी प्रतिचित्रण 
wat हेतु स्थिर बिंदुओं के अस्तित्व का अध्ययन किया गया 
है. इस अध्याय के मुख्य परिणाम हिक्स एवं TEST [61], fee 
[56], [58] आदि के परिणामों को दो प्रतिचित्रणों ва विस्तारित са 
व्यापकीकूत करते हैं. इसमें स्थिर बिंदुओं के अस्तित्व पर कई 
सुज्ञात स्थिर बिंदु प्रमेयों को उपप्रमेयों के रूप में प्राप्त किया गया 


है. 


अध्याय Ш पूर्णतया बहुमानी FEAT प्रतिचित्रणों एवं संकर 
संकुचन प्रतिचित्रणों पर आधारित है. इस अध्याय में कई स्थिर 
एवं संपात बिंदु प्रमेय प्रतिपादित किये गये हैं. जो डी. डलबास्को 
[32], Wao सेसा [149] आदि के परिणामों को विस्तारित एवं 
व्यापकीक्‌त करते हैं. 


अध्याय IV में संकर अप्रसारी प्रकार के बहुमानी प्रतिचित्रणों 
ed संपात बिंदुओं के अस्तित्व पर कुछ प्रमेय स्थापित किये गये 
हैं तथा अप्रसारीय बहुमानी प्रतिचित्रणों ва स्थिर बिंदु प्रमेय 
उपप्रमेय के रूप में प्राप्त किये गये हैं. यह प्रमेय किरिक [27]-[28] 
सिंह एवं कुलश्रेष्ठ [159] तथा अन्य कई प्रमेयों को विस्तारित एवं 
व्यापकीकूत करते हैं. 

अध्याय У में बहुमानी प्रतिचित्रणों हेतु IATA प्रकार के कुळ 
स्थिर बिंदु प्रमेय प्राप्त किये गये हैं तथा कई जटिल संकुचन्तीय 
शर्तों के अधीन स्थिर बिंदु प्रमेयों को उपप्रमेयों के रूप में प्राप्त 
किया गया है. 
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—— A SS LL 
А 

i y M ხე б 

7 

Y 


апета संकुचन सिद्धांत तथा अन्य cB gana परिणामो का 


व्यापकीकूत करते हैं तथा 1898 एवं TET [61], EFE [56], [58] 
आदि के परिणामों को अस्फुट दूरीक समष्टि ва विस्तारित करते 


हैं. 


अध्याय II 
प्रतिचित्रण wat ва स्थिर बिंदु प्रमेय 


इस अध्याय में पूर्ण दूरीक समष्टि पर प्रतिचित्रण युग्म 89 स्थिर _ 
बिंदु प्रमेय प्रतिपादित किये गये हैं. यह प्रमेय हिक्स तथा TET [61] एवं | 
हिक्स [56] के परिणामों को विस्तारित एवं व्यापकीकूल करते हैं. इस 
अध्याय के प्रमुख अनुभाग हैं : 


प्रारमिभिकी 
परिणाम 
उदाहरण ug टिप्पणियां 


22) (ა) E 


с ovd v 


प्रारम्भिकी EB 

मान SP (X d) एक दूरीक समष्टि है तथा T anise X< | 

स्वप्रतिचित्रणा है, ऋणेत्तर संख्याओं के समुच्चय को RTE _ 
करेगा, AMAR ={x:x 2 0). 


परिभाणा 1.1. समष्टि X के किसी बिंदु x के लिये 
अनुक्रम 00८ ०) = (x, Tx, Tx ,...} बिंदु x पर T का कक्षक होता 
в. 


परिभाषा 1.2. чае X के किसी बिंदु z पर er 
G:X > R, को ए-कक्षत: निम्न अर्धसंतत कहते 8 यदि 0 (х, თ) 
का कोई अनुक्रम (ე) बिंदु 2 पर अभिसरिल होने का अर्थ हो 
कि Ge) s सीमा, निम्नक G (x m 


बानाख् संकुचन प्रतिचित्रण को विस्तारित एवं व्यापकीकुत 
करते By (898 एवं Use [61] ने ऐसे प्रतिचित्रणों का अध्ययन 
किया जो निम्न संकुचन शर्त (1.1) संतुष्ट करते हैं. 
किसी विद x € X,0 < k І 
(1.1) d(Tx, Tx) < kd(x, Tx). 

प्रोफसर रोड्स [121] के अनुसार संकुचन शर्तों (1), (4), (5) _ 
(7), (9), (11), (18), व (19) чата हम शर्त (21) प्राप्त कर सकते | 
हैं. शर्त QI) निम्नवत है. E 


प्रत्येका y e$ Sin ft 


21) d(Ix, Ty) < ॥ अधि (ძი y), d(x, Tx), dy, Ty) 
IC, Ty) + व IS 


Каз 


SEX > 
z^ Put Р Ф P > 


Zaun 33 801 е: 


यह स्पष्ट है कि (21) में y = Tx लेने पर हमें शर्त (1.1)! са 
हे ( देखें, [61]). वास्तव में fere एवं tree दूवारा प्राप्त पार 
निम्नवत्‌ है 

प्रमेय 1.1. मान लें (X, d) एक पूर्ण दूरीक समष्टि है तथा | 
T: X > X यदि धनात्मक че h < [9 लिये aane X Е 
में कोई बिंदु x इस प्रकार है कि प्रत्येक y є О (х, co) के लिये 
शर्त (1.1) संतुष्ट होती हो तो 


(i) सीमा) 112 2 का आस्तित्व मिलता है, 


(ii) d(T"x, 2) < h®(1-hy! d(x, Tx), 


(ii) बिंदु 2 प्रतिचित्रण T का एक स्थिर बिंदु होगा यदि 
और केबल यदि फलन G(x) = d(x, Tx) बिंदु ८ पर 1-कक्षत: 
निम्न अर्धसंतत हो. 


हाल ही में डिक्स [56], [60] ने संकुचन शर्त (1.1) को लेकर 
कल्प-दूरीक ASE एवं @-чої सास्थितिक auf पर BE स्थिर 
बिंदु प्रमेय स्थापित किये हैं. हम इस अध्याय में पूर्ण दूरीक «а 
पर प्रतिचित्रण युग्मों हेतु स्थिर बिंदु प्रमेय प्रतिपादित करेंगे. यह 
чач डिक्स एंव asa [61] तथा डिक्स [56] के परिणामों 
कोविस्तारित एंव व्यापकीकूल करते हैं. 


— 5 


с თა nS te 
AA A AA >>. 


प्रमेय 2.1. मान लें (X,d) एक पूर्ण दूरीक समष्टि है _ 
तथा T समष्टि X पर संतत स्वप्रतिचित्राण है. यदि X पर किसी წა. 
स्वप्रतिचित्रण £ का इस प्रकार अस्तित्व हो कि "C 


प्रत्येक e ( < M < IL 


(2.1) d(Tx, წი < kd(x, Tx) АЯ 

(247) ат) € led (x, fx) 

तो समष्टि X में प्रतिचित्रण T तथा £ के लिये एक उभरयनिष्छ 
स्थिर बिंदु का अस्तित्व हाता है, अर्थात्‌ X में बिंदु Z का इस प्रकार 
अस्तित्व मिलता है कि Tz = z = fz. 


उपपत्ति. ятт xo € X | 
हम X में अनुकम (x, की रचना इस प्रकार करते हैं कि 
x = Txo х= Rp ХО ХО SE में सभी 
n = 07152 pL X2n+1 Txən एव X2n+2 отъ. 
अत: ert (2.1) zara 


d(X2n+1> X2n+2) d(TXon. акі) 


«Іх, хор) 
kd(xən > Tx2n) 
kd(xon ， X2n+1); ^ 50,1 


TAR аманга) < Kell 
अलः यह स्पष्ट है कि अनुक्रम {x 


IA 


IA 


WIE 


अन्तुकम है. चूंकि X पूर्ण दूरीक समष्टि है इसलिये अनुक्रम pen 
समष्टि X के किसी बिंदु 2 पर अभिसरित होगा. ga: T संतत 
प्रतिचित्रण है इसलिये x >z =>Тхо > Tz. 
जलः I ა 

dz Tz) < dz, xom) + dons], Т2) 1i 


IA 


dz, хоп) + d(Txo4, TZ) 
आल n का सीमांत मान लेने पर 
d(z, Tz) = 0, अर्थात्‌ z प्रतिचित्रण T का एक स्थिर बिंदु 
чн: art (2.1) दूवारा 
d(z, fz) = d(Tz, 172) 
< kd(z, Tz). 


अत: d(z, fz) = 0, अर्थात्‌ प्रतिचित्रण f के लिये बिंदु 2 एक स्थिर 
बिंदु है. परिणामत 


Tz =z = fz. 1 


यह उल्लेखनीय है कि प्रमेय 2.1 अन्य कई सुज्ञात स्थिर fag 
प्रमेयों को व्यापकीकुत करता है. 


उपप्रमेय 2.2 ( [121], प्रमेय 14). मान लें (X, d) एक पूर्ण 
दूरीक समष्टि है तथा 5,1 : Xo X. यदि 0 < k < | का अस्तित्व 
इस प्रकार हो कि प्रत्येक xy € X के लिये id 


(2.2) d(Sx, Ty) < К. зах, y) d(x, Sx) (у, 7 ў 
| [d(x, Ту) + фу, $х)]/2} г ს. E 


तो X में प्रतिचित्रण S तथा T के लिये एक अद्वितीय з 


उपपत्ति. शर्त (2 2) + T9 Sx लेने पर 

2 is s fx yi + g 

d(Sx, Тэх) < К. अधि(व%, Sx), d(x, Sx) d(Sx, TS 
[d(x, TSx) + d(Sx, Sx)]/2; 


IA 


k. अधि(त(,, Sx) d(x, TSx)/2}. 


यदि d(Sx, Тэх) 


IA 


kd(x, TSx)/2 तब 
2d(Sx, Тэх) < kld(x, Sx) + «Эх, TSx)]. 


SI: 
d(Sx, Тэх) < (k(2 - k)) d(x, Sx) < kd(x, Sx), 


अर्थात्‌ सभी x е X के लिये 
d(Sx, Ябх) = kd(x, Sx). 
अत: प्रमेय 21 чата हम परिणाम प्राप्त कर सकते हैं. 


उपप्रमेय 2.2 में शर्त (2.2) के स्थान पर निम्न शर्त (2.3)लेने | 
पर निम्न परिणाम प्राप्त होता है. x 


उपप्रमेय 23. मान लें (X, d) एक पूर्ण दूरीक समष्टि है 
S T: X— X. यदि 0 < k« 12 का इस प्रकार अस्तित्व हो 
कि प्रत्येक x, ye X के लिये 


(2.3) d(Sx Ty) < к. अधि[व(%, y) d(x, Sx), фу, Ty) — E 
па Tydy 二 E 


तो X में प्रतिचित्रण S एवं T के लिये एक अद्वितीय 
स्थिर बिंदु का अस्तित्व होता है 


>>> 


d(Sx, TSx) < kafè (ძი Sx), d(x, TSx)} 


< k [d(x, Sx) + d(Sx, TSx)]. 
Std: 
«Эх, TSx) < k(l- ky! d(x, Sx) एवं 0 < k(I-ky!< 1. 


पुन: प्रमेय 2] दूवारा हम परिणाम प्राप्त कर सकते हैं. 
उपप्रमेस 2.4. मान लें (X,d) एक पूर्ण दूरीक ге हे 


S, T:X>.X. यदि प्रत्येक x у 6 МО 
। < с < 2 का अस्तित्व इस प्रकार हो कि 


(2.4) d(Sx, Ty) < [cd(x, Sx) dy, Ty) + bd(x, Ty) 
dy Sx)] / [d(x, Sx) + Фу, Ty)l, 


SET dx, Sx) + фу, Ty) 0 तथा 
यदि d(x, Sx) + Фу, Ty) = 0 तब d(Sx, Ty) 
तो X में $ तथा T के लिये एक उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु का अस्तित्व 
होता है 
उपपत्ति. IT (2.4) में у = Sx लेने पर 
d(Sx, TSX) < cd(x, Sx) d(Sx, TSx)((d(x, Sx) + d(Sx, TSx)). 


Sid: 
d(Sx, Тэх) < (०-1) d(x, Sx) 


पुन: प्रमेय 2.1 чага परिणाम प्राप्त कर सकते 8. 


i 
LS a 


eR 


N^ - 
उपप्रमेय 2.5. मान लें (X, d) एक पूर्ण दूरीक ае 
है. S,T:X > 5. यदि प्रत्येक x, у e X Ф लिये 0s b < І, 
c > 0 का अस्तित्व इस प्रकार CI कि 
(2.5) [d(Sx, Ty)? < bd(x, Sx) d(y, Ty) + cd(x, Ty)d(y, Sx), 
तो X में प्रतिचित्रण S तथा 7 के लिये एक उभयन्तिष् स्थिर 
बिंदु का अस्तित्व होता है. 
उपपत्ति. शर्त (2.5) में y =Sx लेने पर 
[d(Sx, TSx)]? < bd(x, Sx)d(Sx, TSx) + cd(x,TSx) d(Sx, Sx) 
अत: यह स्पष्ट है कि d(Sx, TSx) < bd(x, Sx) पुन: प्रमेय 21 
दूवारा हम परिणाम प्राप्त कर सकते हैं. 
उपप्रमेय 2.6. मान लें (X, d) एक पूर्ण दूरीक सम्रष्टि 
छै तथा $, T: X > X. यदि प्रत्येक x, y € X के लिये 
0<c< ] का आस्तित्व इस प्रकार हो कि 
(2.6) d(Sx, Ty) < (cld(x, Sx)? + [d(y, IV)I” )/((ძ(X, Ty) + diy, Sx)), 
जहाँ d(x, Sx) + Фу, Ту) 40, तो % AS तथा T के लिये 
एक उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु का अस्तित्व होता है. 
उपपत्ति. शर्त (2.6)में у = Sx लेने पर 
d(Sx, TSx) < (c[d(x, Sx)]? [d(Sx, TSx)]2) / (d(x, Sx) 
+d(Sx, TSx)), Š 
अर्थात्‌ გ 


ძ(5X, TSx) d(x, Sx)+ [d(Sx, TSx)]? 
<  e[d(x, Sx)]*+ Эх, TSx)]?. 
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–. hie 


'परिणामत: 


d(Sx, Тэх) < cd(x, Sx). 


2579 


पुनः प्रमेय 21 атат हम परिणाम प्राप्त कर सकले हैं. | 


उदाहरण एवं टिप्पणियां 
निम्न उदाहरण स्पष्ट करता है कि प्रमेय 21 प्रमेय І.І को 
व्यापकीक्‌त करता E. i 


उदाहरण 3.1. मान Ñ X= IV .2199%L X का कोई स्वप्रतिचित्रण 
T इस प्रकार 8 कि Tx=1/x 


u  __” ა_ 


यह स्पष्ट है कि X के किसी भी बिंदु x के लिये शर्त (1.1) 
संतुष्ट नहीं है अन्यथा 2 


апка) > Бай ia 


d(x, Tx) = | 12x* | · 3, 
2 (1-1) a 

अर्थात्‌ d(Tx, Tx) = d(x, Tx) जो Я एक विरोधाभास ё. . 

पुन: यदि प्रतिचित्रण f: X > X इस प्रकार लें कि fx 79 Ë 

б. mo 


d(Tx, fTx) = |26—15/xoe 2)| 
des Tx). EA 


तू 
ы 


__ 


यदि 1 > k > 4/6 लें तो X के प्रत्येक अवयव х के लिये शर्त (2.1) 
न (2.1) सन्लुष्ट होती है एवं Т तथा £ के लिये 1 एक 399355 
स्थिर बिंदु है 


टिप्पणी 3.1. wae І.І में यदि Т एक IC UEFA 
हो तो यह आवश्यक नहीं है कि X AT के लिये स्थिर बिंदु 
का अस्तित्व अद्वितीय होगा. (उदाहरणार्थ, देखें, [61], उदाहरण 
4). 


हमें प्रमेय 1.1 प्राप्त होता है जो कई अन्य स्थिर (35 WHat को 
व्यापकौकूल करता है. 


टिप्पणी 3.3. उपप्रमेया 22 23 24 2. ENS 
S =T लेने पर =š gaa स्थिर बिंदु प्रमेय प्राप्त होले हें. 


Ж ж ж ж ж 


8 ui 
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अध्याय III 


SEAT संकुचन ва संपात 
usq 
स्थिर बिंदु प्रमेय 


इस अध्याय में बहुमानी संकुचन प्रतिचित्रणों Ба संपात па 
स्थिर बिंदुओं के अस्तित्व का अध्ययन किया गया है तथा कतिपय 
संपात एवं स्थिर बिंदु प्रमेय प्रतिपादित किये गये е. यह प्रमेय 
डलबॉस्को [32] द्वारा प्रतिपादित स्थिर बिंदु प्रमेय को बहुमानी 
प्रतिचित्रणों 89 विस्तारित एवं व्यापकीक्‌त करते हें 
यह अध्याय निम्न भागों में विभक्त है. 


І. AREAS 

2. संकेतन एवं परिभाषायें 
3. परिणाम 

4. उदाहरण са टिप्पणियां 
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1 
प्रारम्भिकी 


विज्ञान, गणितीय विज्ञान, सांख्यिकी, अभियांत्रिकी तथा end 

अन्य क्षेत्रों में बहुमानी प्रतिचित्रणों क अध्ययन का (99% Heed 
है. हाउसडॉर्फ दूरीक का प्रयोग करते ва सर्वप्रथम नाडलर [100] 
ने बानाख़ संकुचन प्रतिचित्रण की अवधारणा को EAT 
प्रतिचित्रणों हेतु विस्तारित किया (देखें, परिभाषा 2.1). वस्तुत: 
नाङलर ने दर्शाया कि एक पूर्ण दूरीक ча X पर «анг 
संकुचन प्रतिचित्रण T के लिये एक स्थिर बिंदु होला है, अर्थात्‌ 
पूर्ण ане X में एक ऐसे बिंदु 7 का अस्तित्व होला छै कि 
z € Tz. यह सिद्धांत नाडलर чвяг й FEAT सिद्धांत के नाम 
Р लाकंप्रिय है. 


तत्पश्चात्‌ , आसाद एवं किक [3], किरिक [27], कनेको 
[81], कनेको एवं सेसा [82], इसेकी [70], Гёнэтегя [169], sete 
[71], दूबे एवं सिंह [39], हू [66] एवं अन्य कई गाणितज्ञों ने «пата 
संकुचन के विकास के तर्ज पर बहुमानी प्रतिचित्रणों हेतु विभिन्न 
परिस्थितियों में विभिन्न समष्टियों पर नाडलर संकुचन सिद्धांत 
को विस्तारित एवं व्यापकीकूत किया. फलस्वरूप чан 
प्रतिचित्रणों हेतु अनेक महत्वपूर्ण स्थिर बिंदु प्रमेय प्राप्त किये गये 
( उदाहरणार्थ, देखें [1], [10], [11], [19], [23], [24], [30], [41], [42], 
[49], [50], [52], [57], [59], [63], [72], [80], [84], [92], [98], [104], [125], 
[137], [169], [177], व [185]) संकर संकुचन प्रतिचित्रणों का 
अध्ययन 1980-83 में भारतीय गणितज्ञों XC एस० чето सिंह, STO 
चित्रा कुलश्रेष्ठ, uro Чо Sto सुन्रहमन्यम एवं STO आर० भास्करन्त 
के अतिरिक्‍त यूरोपीय गणितज्ञ uro ओल्गा हैड़जिक से आरम्भ होता 
है. बाद में संकर संकुचन प्रतिचित्रणों हेतु स्थिर बिंदु प्रमेयों की 
उपयोगिता को देखते हुये अनेक गणितज्ञ इस ओर आकर्णित हुये. 
इसी क्रम में विभिन्‍न समष्टियों पर संकर संकुचन प्रतिचित्रणों 89 
कई महत्वपूर्ण परिणाम प्राप्त किये गये ( देखें, उदाहरणार्थ [7], 
[26], [42], [44], [82], [95], [96], [102], [135], [156], [160], [163], 
[164], व [167]). 
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एकमानी प्रतिचित्रणों हेतु srr=rrer संकुचन प्रतिचित्रण के 
व्यापक रूप में व्यापकीकरण को ध्यान में रखते हुए Sto डलबॉस्को 
[32] ने कई संकुचन शर्तों को एकीकृत कर एक व्यापक संकाचन्त 
शर्त पारिभाषित करने का एक सफल प्रयास किया जिसको छम 
डलबॉस्को संकुचन प्रतिचित्रण ( ए-सकुंचन प्रतिचित्रण) से 
Рг Еа करेंगे. 


मान लें R, RAAT वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है. 
P ऐसे फलनों p:R YOR, का समुच्चय है जो निम्न शर्तें संतुष्ट 
करता हो. 


(i) р समूचे R wx संतत है, 
(п) p(l, 1, 1) hes |, he R}, 
(iii) यदि किसी u ve Ry के लिये ს < p(u ५, v) या 
u < p(v uv) या u < p~, v u) तब u < kv ser 
k C II, 1). 
डलबॉस्को द्वारा पारिभाषित संकुचन शर्त निम्नवत्‌ है. 
परिभाषा 1.1. किसी दूरीक aaee X परु किसी 


स्वप्रतिचित्रण T को [-संकुचन कहते हैं यदि सभी х, у е Х के 
लिये peP का इस प्रकार अस्तित्व हो कि 


(9) d(Ix, Ty) < p(d(x, y), d(x, Tx), Фу, ‘Ty)). 


प्रमेय 1.1 [32]. मान लें (X, d) एक दूरीक аас हे 
यदि ТХ- X, ए-संकुचन प्रतिचित्रण हो तो प्रलिच्चित्रण T के 
लिए X में एक और केवल एक स्थिर बिंदु का अस्तित्व होता है, 
अर्थात्‌ X में एक अद्वितीय बिंदु 2 का इस प्रकार अस्तित्व होता 
छै कि z= Tz. 
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छाल ही में प्रोफेसर सेसा Я डलबॉस्को के परिणाम Ese : 


विस्तारित एंव व्यापकीकूत करते हुये कुछ स्थिर बिंदु प्रमेय प्राप्त T 1 


किये तथा प्रदर्शित किया कि किसी प्रतिचित्रण T के लिये संकुचन 
शर्त (ж) अन्य कई संकुचनीय शर्तों को एकीकृत एवं व्यापकीकृत 
करता है ( देखें, [149] ). 


प्रोफेसर रोड्स का अनुसरण करते हुए [149] में दिखाया 


गया है कि संकुचनीय शर्ते (5), (7), (8), व (14) आदि को संकुचन 
शर्त (*) दूवारा प्राप्त कर सकते हैं. उदाहरणार्थ : 


(5 d(Ix, Ty) < LAT {d(x, Tx), १७, 1y) 0 < h < |, 
(7) d(Tx Ty) < ad(x, y) + bd(x, Tx) + cd(y, Ty), 
जहाँ a,b,c, e Ry इस प्रकार हैं कि at+ b+c < І. 

यदि संकुचन शर्त (ж) A pu у, 2) का मान BAT: 
h. अधि(५, z) एवं au + bv + cz लें तो हमें उपर्युक्त संकुचन 
शर्ते प्राप्त होती हैं तथा संकुचन शर्त (20) तथा (ж) एक दूसरे 
में स्वतन्त्र हैं. 


(20) d(Tx, Ty) < ad(x, y) + b.{d(x, Tx) + Фу, Ty) 
+ c(d(x, Ty) + dy, Tx), 


а, b, c e R, एवं a + 20 + 20 < 1. 


इस अध्याय में हम डलबॉस्को संकुचन शर्त को बहुमानी 
प्रतिचित्रणों हेलु पारिभाषित करते हुये कुछ संपात एवं स्थिर बिंदु 
प्रमेय प्राप्त करेंगे. 


2 
संकेतन са परिभाष्पायें 


मान लें (X, а) एक दूरीक समष्पटि है. नाडलर [100], किरिक 
[27], सिंह एवं RANAS [159], “тач, fete एवं «mer [135] 
तथा सिंह, हा एवं चो [158] का अनुसरण करते ва हम निम्न 
संकेतों, परिभाषाओं एवं प्रमेंयों का प्रयोग करेंगे. 


CL(X) = (A: जहाँ #समष्टि X का अरिक्त 999 उपसमुच्चय 
है }, 
СВ(Х) = (А: जहाँ A समष्टि X का अरिक्त Add ud 
परिवद्ध उपसमुच्चय है), 
CX) = (A: जहाँ #समष्टि X का अरिक्त Ged उपसमुच्चय 
है), 


Фа, В) = निम्नक (Фа, b) : b e Bj. 

किसी A, В € CL(X) तथा e > 0 के लिये 

N(e, A)i = {x EX UE გვ - e à € Aj 

EBE E > OAS NE B) एवं Ве Ме, A), 
निम्नक En p यदि EA в # Ф 


H(A, B) = + оо аа e 


यह gana है कि а द्वारा प्रेरित दूरीक verd Н, CB(X) 
एवं (1%) पर क्रमश: हाउसडौर्फ दूरीक एवं व्यापकीकृत 
हाउसडॉर्फ दूरीक है, अर्थात्‌ CB(X) RACUX) दूरीक फलन 
H के साथ दूरीक समष्टियां हैं (देखें, कुरातोवस्की [90]). 
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परिभाषा 2.1110]. — बहुमानी पलन TX > CB(X) 
समष्टि X पर बहुमानी संकुचन प्रतिचित्रण होता है यदि प्रत्येक 
x, у e X तथा किसी धनात्मक संख्या q < 1 के लिए 


H(Tx, Ty) < qd(x, y). 


मानलें 1: X 9X ud T समष्टि хах अरिक्त 
उपसमुच्चयों की чае पर बहुमानी प्रतिचित्रण है. 


परिभाषा 2.2 [27]. अनुक्रम ७७ : x, € Tx, ) बिंदु xg 
पर धका कक्षक होता है. 

परिभाषा 2.3 [27]. यदि (xy:xy € Tx, 1 प्रकार का प्रत्येक 
कौशी अनुक्रम समष्टि % के किसी बिंदु पर अभिसरित हो तो समष्टि 
X को 1-कक्षत: पूर्ण कहते हैं. 


परिभाषा 2.4135]. यदि X के किसी अवयव ху के लिए 
अनुक्रम {x,} का अस्तित्व इस प्रकार हो कि Іх. е Tx,, 150, 
1, 2, ... TH Ор(хо)= fx, :n=1, 2, 3,...} Bret (Т, f) के लिएए 
хо पर PHF होता है तथा Ор(хо) युगाल (T, f) के लिए xg पर 
नियमित PHF होता है, यदि प्रत्येक п के लिये x 
ЦБ» ор) 5 HT Тху). 


परिभाषा 2.5[135. यदि (fx, : fx, eTx,,) प्रकार का 
प्रत्येक कौशी अनुक्रम समष्टि X में अभिसरित ет at «не X 
को (T, f)- कक्षत: पूर्ण समष्टि कहते हैं. 


परिभाषा 2.6159]. बहुमानी प्रतिचित्रण 1: X > CL(X) 
समष्टि X के किसी बिंदु xy पर उपगामित: नियमित होता है यदि 
प्रत्येक अनुक्रम (x, :Xე € Tx, ү} के लिए 


सीमा, d(x), Xp+1) = 


pr 


* 
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मान लें युगल ST) समष्टि X से X के अतिरिक्त 
उपसमुच्चयों की समष्टि पर बहुमानी प्रतिचित्रण है तथा f समष्टि 
X का एक स्वप्रतिचित्रण है. 


परिभाषा 2.7158. यदि чаб X के किसी बिंदु xy के 
लिए अनुक्रम (x, ) इस प्रकार हो fx, € $:0,-] जहाँ n विषम संख्या 
है तथा fx, e Tx TET n सम संख्या है, तब Охо ) (fx, : 
n=l, 2,...) त्रिक्‌ (S, T, f) के लिए ху पर PHF होता है तथा 
Or (xq) AR (S, T; f) के लिए नियमित warp होता है यदि 


H(Sx,,, Tx,) जब fe» ॥विषम संख्या है, 
іх, IXე+I ) S 


H(Tx,;, Sx, जब कि ი सम संख्या है. 


11-12 


परिभाषा 2.8 [158]. यदि ху e X के लिये प्रत्येक काशी 
SISE Одху) समष्टि % के किसी बिंदु पर अभिसरिल होता ёт 
तो समष्टि X को (S, Т, f, xo)- कक्षलः पूर्ण या ху के सापेक्ष 
(S, T, fata: पूर्ण чае कहते हैं. 


परिभाषा 2.9[158]. युगल (5, Т) समष्टि X के किसी बिंदु 

पर -उपगामितः नियमित होता है यदि X के प्रत्येक अनुक्रम 
p : yn ебх Te აასს 
सीमा, «Ул. Yp+1) = 0 


यह स्पष्ट 8 कि परिभाषाओं (2.7), (2.8), व (2.9) Y S=T 
लेने पर क्रमश: परिभाषायें (2.4), (2.5), व (2.6) प्राप्त होती ё 


अब हम डलबॉस्को संकुचन शर्त (ж) को बहुमानी प्रतिचित्रण 
T ва पारिभाषित करेगें. 


परिभाषा :2.10. प्रलिचित्रण T:X > CLX) को sgar 
р- संकुचन कहते 8 यदि सभी х,у е X के लिये p € P इस प्रकार 
हो कि 
(ж ж) H(Tx, Ty) < p(d(x, у), d(x, Tx), d(y, Ty)). 


28 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


VIT ite A vo аа lead w eh ph (mi o 


प्रमेयिका 2.1 (नाडलर [100]). मान लें А, B е CBX). 
तब प्रत्येक €>0 Ud ae А के लिये be В इस प्रकार मान 
सकते हैं कि Фа, b) < HA, B) + e. ufa A, B е С(Х) 可 可 
be B इस प्रकार मान सकते हैं कि 


dia, б) < H(A, B). 
प्रमेयिका 2.2 (रूस [138]. मान लें A, B е CL(X) UA 
a € A. तब किसी घनात्मक संख्या À > | के लिये b e B इस प्रकार 


लिया जा सकता है कि 


d(a, b) < AH(A, 98). 


a“ 
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परिणाम 
निम्न प्रमेय किरिक [27] से उद्धृत है. 
प्रमेय 3.1. uta T:X —CL(X) व्यापकीकूत बछुसानी 


प्रतिचित्रण è, अर्थात्‌ प्रत्येक ६, »€ X के लिये 0 < · | का इस 
प्रकार अस्तित्व हो कि $ 


RS үст с “ 


(3.1) Н(Тх, Ty) < व.अधि { d(x, у), d(x, Tx), d (y, Ty), 
(ძი, Ty) + d(y, Tx) |/2] 


तथा समष्टि X, Т- PAT: पूर्ण हो तो 
(a) प्रत्येक xge X के लिये PHF (x, : x, е Тху) 
तथा बिंदु ue X का इस प्रकार अस्तित्व होता है 


Р. 
1 
: 
1 
| 
1 
' 
1 


सीमा, Xე=ს 
(b) प्रतिचित्रण T के लिये बिंदु u एक स्थिर बिंदु होता है 


तथा 


(с) dx,, ს) < (ql)? (1-q'*) хо, ху); wat 
a < | धनात्मक संख्या е 


प्रमेय 3.2. मान लें (X, d) एक दूरीक ча है. यदि 
Т: X > CL(X) एक बहुमानी ए-संकुचन प्रतिचित्रण gr, समष्टि 
X 1-कक्षत: पूर्ण हो तथा किसी ІФ लिये Ape ? तो დიალ 
X में T के लिये एक स्थिर बिंदु का अस्तित्व होता है, अर्थात्‌ X 
में एक बिंदु z का इस प्रकार अस्तित्व होता है कि ze Tz 


की निम्न प्रकार से रचना + 
से =н माता. 
rt Low š ч 


"OT. Ne LP a E 
ERASE AOSV ee als bili da RE er а0 1 


8 कि 

d(x}, x) < NH, Txq), Xr 
व्यापक रूप में x € Тху के लिये x. € Tx, इस प्रकार © 
कि 


1-1 
d(x, Xე+I) S ATA 135). 
अब शर्त (ж ж) दूवारा 
IX Xp < AACA) 
< Ap(d(x,_), Ха)» CCT AA 


5 Ap(d(xy. , Xp), (хр Xp), d(xn， Xn + | 2): 


चूंकि Ape P इसलिये शर्त (iii) द्वारा 
(352) ძი, Xn) तीर...) जात्या. я 


(3.2) प्रदर्शित करता है कि अनुकम (ს) ASE X का एक कौशी 
अनुकम है. चूंकि X, 1-कक्षत: पूर्ण है इसलिये (x ABE X के 
किसी बिंदु 2पर अभिसरित होगा. 
परिणामत: 

dz, TZ) £ UE का CC za) 


< а(х) IZ] 


< d xa) + р(х, Z), d( xn. Тху), 
а (2, Tz )) 


IA 


d(z, xn+] ) + p (dy, 2), а (xn， Xn+1 A 
de Ра). 


за n का सीमांत मान लेने पर 
dz, Tz) < p(o, o, d(z, Tz )). 


अत: शर्त (іі) GIN ze Tz, अर्थात्‌ «га X A प्रतिचित्रण्ण 
T के लिये 2 एक स्थिर बिंदु है. 


31 


AREE T 4770: T 


- T C ns Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


ეეაგაედდ__-_გაააგ mmt PHS 


प्रमेय 3.3 ) एक 
T: X > CHX). यदि A हा fe 
TX) c ҚХ), 10) (T, Naa: पूर्ण हो तथा सभी х, у. ets 
लिये pe P इस प्रकार हो कि Ар € ? जहॉ ı>Iu —— 


(3.3) H(Tx, Ty) < p(d(fx, fy), Фіх, Tx), ау, Ty) 


तो T तथा £ के लिये समष्टि X में एक संपात बिंदु का अस्तित्व. 
होता है, अर्थात्‌ X में एक बिंदु 2 का इस प्रकार अस्तित्व होता і 
है Toys f; СШ | 


उपपत्ति. मान хе X. इम x Я 1 

अनुकमों {x} एवं (у) की निम्न प्रकार Я रचना करते हैं. 1 
चूंकि T(X) c fX) इसलिये हम मान सकते हैं कि न 
ур = fq € Тху प्रमेयिका 22 Ф अनुसार हम 1 
yo = Ку € T इस प्रकार ले सकते Š कि 2 
Фу, у») € AH(Txg, Tx); EN | 


व्यापक रूप में हम मान सकते हैं कि узо = о € 1Xეჯ) एवं 
Yn+1 ·= Буд € RO EPS е क्कि 4 


«Ун» yn+2 ) < АН (Tx, Txn+1)- 


शर्त (3.3) द्वारा 


Ad Or A Н(Тху, TXn+1) 
S Ap( а(х» fxn+ D dfn Tx), š E 
«уць  Txq44 )) #5 й 


Ap( d (yn y п+1) d(y,; Yn+1 Js 
«Ум» Yn+2)) 


III ITT CE 


चूंकि Ap € P इसलिये शर्त Gü) से 

ძ(Vე+1, Yn+2 ) k d(yn， Vი+I), — 
अत: {у}, अर्थात्‌ (fc) उपसमष्टि (X) में एक कौशी आ 
है चूंकि f(X) (იჩ -कक्षतः पूर्ण है इसलिये अनुकम (y 1 उपसमष्टि 
f(X) के किसी बिंदु q पर अभिसरित होगा अर्थात्‌ में एक 
बिंदु 2 इस प्रकार होगा कि q=fz 


उत: 


d(fz, Tz) < ძი აპ)” 12) 


IA 


d(fz, он) + HOS, TA 


d(fz, +1) Ша p(d(fx,,, fz), d(fx,,, Tx), 
d(fz, Tz)) 


IA 


< d(fz, +1) Ar p(d(fx,, fz), d(fx,, fxn+1), 
d(fz, Tz)). 


за пет सीमांत मान लेने पर 
d(fz, Tz) < plo, o, d(fz, Tz)) 


पुन: शर्त (іі) से स्पष्ट है कि fz е Tz, अर्थात्‌ 2 प्रतिचित्रण . E 
f एवं Tar संपात बिंदु है. E 


परिभाषा 24 को ध्यान में रखते हुये प्रमेय 3.3 में शर्त . 
TOO c fX) के स्थान पर BHT: नियमितता लेने पर हमें र 
परिणाम प्राप्त होला 8 


___ჰ." 


प्रमेय 3.4. मान लें (X, d) एक दूरीक समष्टि है तथा 
T:X > ९, ७९). यदि समष्टि X का कोई स्वप्रतिचित्रण f इस 
प्रकार हो कि प्रत्येक x,y e X शर्त (3.3) को सन्लुष्ट करता 
हो, XA अनुकम (ლ) इस प्रकार है कि कक्षक Ор(хо) युगल 
(T, f) के लिये कक्षल: नियमित हो तथा IX), (T, f, xg) Perea: 
पूर्ण छो लो समष्टि X में f तथा T Èg एक संपात बिंदु का Піса 
होता है, अर्थात्‌ X में एक बिंदु 2का इस प्रकार अस्तित्व मिलता 
है कि fz e Tz. 


= प्रमेय 3.3 की उपपत्ति को ध्यान में रस्ते 

हुये यदि हम असमिका (уу, Yn+2) < AH(TX,, शक 
रथान पर प्रबल असमिका ძი, Уэ) < xy वागा ef 
तो हमें परिणाम प्राप्त हो जाता है, अर्थात्‌ ХЗ एक बिंदु х का 
अस्तित्व इस प्रकार मिलता है कि fz e Tz. 


अब हम बहुमानी युगल प्रतिचित्रणों (S, Т) तथा एक CHEAT 
प्रतिचित्रण f हेतु संपात बिंदु प्रमेय स्थापित करेंगे. 


प्रमेय 3.5. मान लें (X,d) एक दूरीक समष्टि È 
S,T:X>CL&. यदि ४ का कोई स्वप्रतिचित्रणा Г इस प्रकार 
हो कि SOUT) с (X), उपसमफ्टि F(X), (S, T, f) - कक्षः 
पूर्ण ठो तथा सभी x, y e X के लिये pe P इस प्रकार हो कि 
किसी A>1 के लिये Ap € Pra 
(3.4) 11(5.., Ty) = р(х, fy), «іх, Sx), (Уу, Ту)) 
तो ач XA S, Т तथा f के लिये एक संपात बिंदु का अस्तित्व 
होता है, अर्थात्‌ X में एक बिंदु 2 का इस प्रकार अस्तित्व मिलता 
© कि E S2 რ. 

उपपत्ति. मान लें xy € X. छम X A आनुकमों іх 
ча {у„} की निम्न प्रकार से रचना करते हैं. xo € X के लिये 
у, = f« € Sxy तथा y) = Іх) € Tx, इस प्रकार сі कि 

Фу, у») < AH(Sxo Тху), wet A> I. 
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|) = AL !'” _ ' 1 


व्यापक रूप में мей п O E 
€ Sx2n за Y2n+2 ^ fx2n+2 € IX2ი+I = 


d(Yon+1> Y2n+2) s AH SX2n， Тхор). 


अत: शर्त (34) द्वारा >. 
d(Y2n+1> Y2n+2) 5 A H(Sxo,, Tx2n+1) 


< Аро, ан» dxan 9x4). 
(о, Ton) 


< Ap(d(fo, Хан)» Хор, Колу) 
(у. 02112) 


< APAY Y2n+1) Уп» Y2n+1) 
«уры» Y2n+2))- 


चूंकि Ар е ? इसलिये शर्त (ш) से 


U(yont1> Y2n+2) < kd(y2n Y2n+1) ს «b 


अत: यह स्पष्ट है कि {27} अर्थात्‌ (fo) कौशी अनुकम हैं 
चूंकि fX) (S, T, !-कक्षलः पूर्ण है इसलिये IEPA {४०}, IX) 
के किसी बिंदु p पर अभिसरित होगा, अर्थात्‌ X में एक बिंदु z 
इस प्रकार होगा कि fz = p. 
SIT: 

d(fz, Sz) d(fz, (хол) + d(fxon+2, Sz) 


>. გ = 0, fx- +2) ҮЛ HGCIx2n+1， Sz) Bl 
eee = a bo > Yarqa 


> » |: 8-2; იჯ ლი 


< d(fz, (хоп+2) + p(d(fx5 5+) fz), 
(ан, fx2n+2), d(fz, Sz). 


अब 1 का सीमांत मान लेने पर 
d(fz, Sz) s р(0, 0, d(fz, 52). 


FAT: शर्त (II) से स्पष्ट है कि fz e Sz. 
इसी प्रकार हम सिद्ध कर सकते हैं कि fz е 12. अत: Х में 
एक बिंदु 2 का इस प्रकार अस्तित्व होगा कि 

IZ € Sz vA 


प्रमेय 3.5 में शर्त $(%) U T(X) с бХ) Ф स्थान पर Hara: 
नियमितता लेने पर हमें निम्न प्रमेय प्राप्त होती है. 


प्रमेय 3.6. मान लें (X, d) एक दूरीक аас है. 
S, T: X > CL (X). यदि X का कोई स्वप्रतिच्त्रिण г इस प्रकार 
है कि 


(а) प्रत्येक xy € X Bt (34) das करले > 

(b) X में कोई अनुकम [x] इस प्रकार है कि а 
Одхо) (S, T, f) - «pere: नियमित है तथा 

(c) (X) (S T, f, хо) -कक्षत: पूर्ण है. 


लब X + E T तथा f के लिये एक संपात बिंदु होता है, 
अर्थात्‌ X में बिंदु 2 का अस्तित्व इस प्रकार मिलता है कि 
fz < 57 გ) 117, 


उपपत्ति, प्रमेय 3.5 की उपपत्ति को ध्यान में रखते 
हुये हम असमिका (ур, Yom) < (७५०, Тхор) 
के स्थान पर प्रबल असमिका Фу. ५2112 < H(Sx»,. 
Tx) लें तो हम परिणाम प्राप्त कर सकते हैं, अर्थात्‌ हम 
सिद्ध कर सकते हैं कि X में बिंदु Zका अस्तित्व इस प्रकार 
है कि fz € 52 Tz. 
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निम्न उदाहरण स्पष्ट करते हैं कि व्यापकीकृत EAT 


प्रतिचित्रणों हेतु किरिक [27] द्वारा प्राप्त प्रमेय ( जो कि प्रमेय 
3.1 के रूप में 3999 है ) तथा प्रमेय 32 एक दूसरे में स्वतंत्र 
परिणाम हैं. 


उदाहरण 4.1. मानलें X= (I, 2, 3, 4, 5}. दूरीक फलन 
d इस प्रकार TRAST है कि 


а(1, 2) = 28, d(l, 3) = 31, d(1,4) = 14, d(1,5) = 12, 


i 
— 
წა) 


ძ(2, 3) 21, d(2, 4) = 23, 40,5) = 29, d(3,4) = 


१3, 5) = 25, 4,5) = 8 


तथा ТІ = {2}, Т = (3), 13 = (4), T4 = T5 = (5). 
यदि p(u, ५, 2) = 19/20 expfu-v) (u-z) (५-०) |?. тах fu, v, 2! 
लें तो p e P के लिये सभी शर्ते सन्तुष्ट होती हैं तथा X के प्रत्येक 


` अवयव x, у के लिये शर्त (кж) सन्तुष्ट है. किन्लु शर्त (3.1) 


सन्लुष्ट नहीं है. अन्यथा х= 1 एवं y=4 पर किसी < І के 
लिये 
H(Tx, Ty) = 29 < q. अधि { 14, 28, 8, (12+23)/2 | = 28q ` 


# 


=> 29 < 284, जो कि एक विरोधाभास है 


उदाहरण 42 
० इस प्रकार है कि 


X 


ааьан 


ptt 


d2,3)- 43,4) = 12 


d1,5) = 4७,5) = 52 
ud 11 = {2}, D = 16 m ED 


q=1/N2 लेने पर x के प्रत्येक अवयव x, y के लिये शर्त (3.1) सन्तुष्ट 4 


है जब कि शर्त (es) सन्लुष्ट नहीं है. अन्यथा х = І «ат 
= 5 के लिये 
III, T) = 1 < XII 1) en ar यया 
करता है. 


टिप्पणी 4.1. प्रमेय 3.5 में £ को तत्समक प्रतिचित्रणा लेने 
पर हमें बहुमानी प्रतिचित्रण युगल (8, Т) के लिये निम्न स्थिर 
बिंदु प्रमेय प्राप्त होती है. 


उपप्रमेय 4.1. मान लें (X,d) एक पूर्ण दूरीक afte है, 
S, T: X > CL) यदि प्रत्येक Хх, у CS = i NE 
का अस्तित्व ऐसा है कि किसी 1 > | के लिये Ap €? с 


(4.1) нах, Ту) s Pd, у), d(x, Sx), dy, Ty). | 
तब чае X में $ तथा Т के लिये एक 358958358 स्थिर बिंदु і 
होता है. j 


टिप्पणी 42. प्रमेय 3.5 में г को लत्समक IC თ | 
तथा S एवं T को एकमानी प्रतिचित्रण urs लेने पर निम्न ES ۴ 
स्थिर fag प्रमेय प्राप्त होता है “9 


Au... 2०१०१00 аа 


m 


उपप्रमेय 4.2. मान लें (X,d) एक पूर्ण दूरीः 
5, Т: X > X यदि प्रत्यक 2 ler 
ङस प्रकार अस्तित्व हो कि 


(4.2) d(Sx, Ty) <  p(d(x, у), d(x, Sx), Фу, Ty) | 


लो X WS एवं T के लिये एक अद्वितीय उभरयन्तिष् स्थिर 
बिंदु होता है. 


यह उल्लेखनीय है कि उपप्रमेय 42 डलबॉस्को [32] दूबारा Ча 
स्थापित परिणाम को एकमानी प्रतिचित्रण युग्मों हेतु विस्तारित 
करता है. й 


3 IV 


संकर अप्रसारीय प्रतिचित्रणों ва संपात 
एवं स्थिर बिंदुओं का अस्तित्व 


प्रस्तुत अध्याय में किसी दूरीक समष्टि पर संकर अप्रसारी 
प्रकार के बहुमानी प्रतिचित्रणों हेतु संपात एवं स्थिर बिंदुओं के 
अस्तित्व का अध्ययन किया गया है 


इस अध्याय के निम्न अनुभाग 8 


1. प्रारम्भिकी 
2. परिणाम 
3 


. उदाहरण ud टिप्पणियां 
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Mecca n... 
b 


T 


प्रारम्भिकी 


अविस्तारी एवं अविस्तारी प्रकार के एकमानी va «геній 
प्रतिचित्रणों हेतु स्थिर बिंदु प्रमेय गणितीय विज्ञान एवं अभियांत्रिकी 
के क्षेत्र में सफल साधनों हेतु मुख्य भूमिका निभाते है. प्रतिचित्रण 
T:X>X अविस्तारी प्रतिचित्रण कहलाता है यदि सभी x, y е X 
के लिये 
(A) dx Ty) < d(x, y). 

स्थिर fag सिद्धांत के विगत साहित्य में अविस्तारी 
प्रतिच्चित्रणों हेतु कई महत्वपूर्ण प्रमेय प्राप्त किये गये हैं (<i. 
उदाहरणार्थ [6], [36], [45], [47], [83], [114], [119|, [127], [143 |, [144], 
[145], [148], [175], व [181],). 


हाल ही में किरिक [28] ने किसी पूर्ण दूरीक समष्टि X 
पर अविस्तारी प्रकार के स्वप्रतिचित्रण 89 एक महत्वपूर्ण स्थिर 
बिंदु प्रमेय प्राप्त किया (देखें, प्रमेय 1.1). जबकि Т प्रत्येक 
x, у e ХФ लिये शर्त 
(ж) d(Tx, Ty < a зпад, y) d(x, T3) dy Ty), 

[d(x, Ty) + Фу, Tx)]/2} + b. अधि fd(x, 
Tx) Фу, Ty) + ००७, Ty) + «Фу, Tx)]. 
जहाँ a,b,c ऋणेत्तर वास्तविक संख्यायें हैं तथा 


(ж ж) a +b + 20 = І, संतुष्ट करता है. 


वास्तव में किरिक द्वारा प्राप्त प्रमेय इस प्रकार 8. 
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प्रमेय 1.1. मान लें (X,d) एक पूर्ण दूरीक समष्टि है 
तथा Т:Х- X. यदि प्रत्येक x,y e X के लिये शर्त (+) तथा 
(**) संतुष्ट है, जबकि azo, ७2०, с > о. तब सर्माख्टि x 


में प्रतिचित्रण T के लिये एक अद्वितीय स्थिर बिंदु होता है. 


किरिक [28] ने दर्शाया कि प्रमेय 1.1 सकुंचित एवं अविस्तारी 
प्रकार के कई सुज्ञात स्थिर बिंदु प्रमेयों को व्यापकीकूत करता 
है. इसी कम में अविस्तारी प्रकार के प्रतिचित्रणों के लिये बोगिन 
[12] दवारा प्राप्त स्थिर बिंदु प्रमेय उल्लेखनीय है. 


प्रमेय 12. मान लें (X, d) एक पूर्ण दूरीक afte है 
तथा Т: X > X. यदि प्रत्येक x, y ce X के लिये 


(B) «Іх, Ty) < ad y) + b[d(x, Tx) + ძია, Ty)] 
+ c[ d(x, Ty) + ძი», Тх)], 


जहाँ а > 0 b. > 0 cC > 0 ლ” 2 ყი ი 


तब समष्टि X में प्रतिचित्रण T के लिये एक अद्वितीय स्थिर बिंदु 


alar हे 

[28] में उदाहरण देकर स्पष्ट किया गया है कि प्रमेय 1.1, 
प्रमेय 1.2 को व्यापकीकुत करता है (देखें, उदाहरण 3.1). тач 
[121] का अनुसरण करते हुये हम निम्न दो मुख्य संकुचनीय 
at का अध्ययन कर ते हैं. 
प्रत्येक х < 0 < in < J 


(21') d(Tx, Ty) x იხ. अधि { х, y) d(x, Tx), фу, Ty), 
[d(x, Ty) + Фу, Tx )]/2 }, 


(24) d(Tx, Ty) < hsifer{ d(x, y) d(x, Tx) Фу, Ту), 
d(x, Ty) dy, Tx)}. 
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वास्तव में शर्त (ж) एवं (ж ж) अन्य कई संकुचनीय शर्तों को 
व्यापकीकूल करता है (देखें, उदाहरण 3.2). 


लह्हुमानी अप्रसारी प्रतिचित्रणों हेतु स्थिर बिंदुओं के अस्तित्व 
का अध्ययन आरम्भ करने का श्रेय एन० по आसाद एवं डब्ल्यू०ए० 
किक [3] एवं माकिन [91] को जाता है. कालान्तर में अनेक 
गणितज्ञों ने «вагі अप्रसारी प्रतिचित्रणों हेतु स्थिर बिंदुओं 
के अस्तित्व का अध्ययन किया (देखें, [24], [67], [68], [69], [185]). 


मान लें (X,d) एक दूरीक समष्टि है. फलन H «ае X 
के aga एंव परिबद्ध उपसमुच्चयों की समष्टि के लिये छाउसडॉर्फ 
दूरीक निरूपित करता है. यदि T समष्टि X से X के иат 
उपसमुच्चयों की समष्टि पर बहुमानी प्रतिचित्रण हो तो T 
asar अविस्तारी प्रतिचित्रण कहलाता है यदि प्रत्येक x y e 
X के लिये 


(C) H Tx, Ty) < d(x, y). 


und अध्याय में हम अध्याय II में प्रयुक्त संकेतनों 

परिभाष्याओं एंव प्रमेयिकाओं (देखें, अध्याय Ш, अन्तुभाग 2) का 
प्रयोग करते हुये किरिक द्वारा AME शर्त (ж) एंव (ж ж) को 
बहुमानी प्रतिचित्रणों हेतु व्यापकीकूत कर कुछ संपात एंव स्थिर 
बिंदु प्रमेय प्राप्त करेंगे. 
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P. 


"m 

y 
» 
წი 


ე.“ 


2 


परिणाम 


प्रमेय 2.1. मान लें (X, d) एक दूरीक समष्टि है. T समक्त 
X से СХ) में बहुमानी प्रतिचित्रण है यदि £: % > X प्रतिचित्रण 
ङ्स प्रकार है कि 


РАЈ) TOO E 09. 

(2.2) IX) (T, D -कक्षत: पूर्ण ह तथा प्रत्येक x, у € X 

के लिये 

(2.3) H(Tx, Ty) < #&.अधि {d(fx, fy), Фіх, Tx), ०७, Ty). 
[ d(fx, Ty) + ძის, Tx)//2} + 
अधि { d(fx, Tx), d(fy Ty) + 
c[ d(fx, Ty) + d(fy, Tx)}, 

зі a > o, ხი ბგ ა ण्य 

(2.4) а + b H CE ll. 


लब समष्टि X में Т तथा £ लिये एक संपात बिंदु होता е, 
अर्थात्‌ X में एक बिंदु 2 का अस्तित्व इस प्रकार मिलता ë 


бю iz e П, 


उपपत्ति. समष्टि X में कोई बिंदु xy लें. हम X 
में अनुकमों (x एंव (yy की निम्न प्रकार से रचना करते 
है. चूंकि TQ) с IX) इसलिये हम मान सकते हैं कि y = 
fx] e Тхо. यदि 1X0 = Tx, तब M2. 5> іх) е Tx, 
इस प्रकार लें कि VI) = yo. सदि 150 4 Tx, AN уә წე 
€ Tx इस प्रकार ले सकते है कि 
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Фу, y) з H(Txg, Тх|) 
के लिये Tx ded उपसमुच्चय 8 | | 

व्यापक रूप में, यदि Тх = Tx USD урь = ак] д 
Abs के लिये Yn+2 fxn+2 е Txy,, 89 प्रकार लें कि VII Е 
Yat? और यदि Tx, 4 Тхор तब > š 


d(yn+l，ynt2) < Н(Тх, Тху). 
अत: (2.3) чата 


HDS वका) 

а. अधि { d(fx,, Exp +1) d(fx,,, Tan), 
dne, Тхан» [у I... 
O DN OD: अधि {d(fx,,, 
IX) 0 NEN c [d(fx,,. 
Txp+1) + Фу, Ten) | 


d(Yn+1 > Yn+2) 


| 
1 
| 


IA IA 


8. अधि {Чу Уп+1) m Tin» «Орды» 
Txptib [dn Tins) t diy, 了 xn)j/2 1 

b. sf£r(d(y, IX) уһ Tsd) + | 
C[d(yp, Tins) + (Уа IX) I 


IN 


8.अधि (५(५,, Yn+1) d(yn， УШЕШ d(yn+1> 

Ya) [Un Yn+2) + ძი) აგი + 
अधि (५(५,, Yariv 0(५,--], Yn+2)} + 

c | dy， Yn«2) i ძ(Vი+I, УЕП 


| अत: त्रिभुजीय असमिका दूवारा 


(2.5) dYn+1> Yn+2) < (а + 0).अधि (Фу Yn+1) Куц» y 


ty | de 


“> 


यदि किसी॥ के लिये, dy Yr 


लो (2.5) दवारा DENE 
dOmnep У) < (कि) वात, Yn+2) + 20 
(XC 


असम्भव 
可 


= ძია. Yao) जो fe ჯი 
इसल्निये (Упр Yn+2) = (Уп Yn+1) 


अत: प्रत्येक धनात्मक पूर्णांक n के लिये, 


(2.6) ЧУ Ynt) < Чуу, yo. | 
I: (2.4) 91 «I | 
; 

Фу», Tx3) < H(Tx¡, Tx3) | 


< a अधि (d(x, хз), d(x, Tx,), (іх, 193), 
(ძირი, Tx) + १७७, 1X)I/2 +... 
b. अधि (а(х, Tx), ахз, Тх + 
c [d(fx;, Tx3) + d(fx3, Тху] 


IN 


а. अधि (Фу), уз), Чуу, yo). Фуз, ya), 
[d(y;, ya) + CO ჯა“. 

b. अधि (Фу, yo) буз, Yq} + 
e[dy, yàg + «уз, yj 


जलः “а “4 
(2.7) Фу», Tx) < a.sf£r(d(y,, уз) Чу, ya) 19У, ya) “E 
фуу, y2)]/2} + Бу, y») 5 c[d(y 2 

+ dy, yo). i тащ 

ემე“ اخ‎ - 


2 


पुन: (26) एवं त्रिभुजीय असमिका से | 


1/2 (Фу), уд) + ур, Yo) s 


IA 


wet 


Фу, ya) + Чу, yo) < Ҹу, у») + «Фу», Tx3) + 


d(y¡, ¥2) 
= 2d(y,, Уз) + Фу», Tx3). 
इसलिये (2.7) द्वारा 


r bd(yj, у») + ०[20(५|, Уз) + «Ку», Tx3)] 


< (2a +b 120) у, y) + (уә, Txz ). 


SIT: 
(2.8) dy, Tx3) დ [(I +a)/(1-¢) ур. у» 


(Q b) dor, ei 


^ М. O ^ 
w გტგაი””(“ SN” 


E 
| 
3 
E 

| 
1 
1 


ы? 


ba कळ 


< 
3/2} + Ы. अधि фу), 
c[d(y>, Tx4)] 

5 а. अधि (Фу, уз), 1/2 dys, y4)) + bd(y/, y) е 
+ c(2-b) d(yj, у») E 

< (a tb) Фу), yo) 1 c(2-b) dy, у») 


= (Ibe) ау 0 


इसी प्रकार गणना जारी रखते हुये हम प्राप्त कर सकते हैं 


Tes 
(2.9) (урь ya) & be) MA (ур, уэ), 


जहाँ [1/2] ऐसे धन पूर्णाक को प्रदर्शित करता 8 जो कि 

n/2 से अधिक न हो. चूंकि परिकल्पनानुसार bc = о, safer 
(2.9) से स्पष्ट है कि अनुक्रम (уі, अर्थात्‌ (წი) उपसमष्टि 
fX) में कौशी अनुकम होगा. पुन: (>) (1,!-कक्षलः पूर्ण 8 
इसलिये अनुकम {yp} उपसमष्टि (Хх) किसी बिंदु p पर 
TERT होगा, अर्थात्‌ XÑ एक बिंदु 2 इस प्रकार होगा कि 
p= fz. 

SIC: 


d (fz, Tz) < ძირ, ს.ე) + абор) 


۸ 


а( KD „ НО) 


۸ 


d(fz fz) + а. зїг а(х, 2), а 5 
Tx) difz, Tz), (dfn, Гаў (т А 


O अधि! d (Xn Tx,) d(fz, Tz)| + PM 


c[d(x,, Та) і ША 12) 8 + > 528 ES 


IA 


ძირ, боё) + aK, fz), მ» Pins) 
d(fz, Tz), [d(fx,, Tz) + d(fz, fx +11/23 + 
b. зпад), Іх); d(fz Tz) + e[d(fx, TZ) 
+ d(fz, fx). 


अजब по का सीमांत मान लेने पर 
d(fz, Tz) < 0(2, fz) + a. अधि (0(2, fz), d(fz, Tz), 
d(fz, Tz/2! + b.stfefd(fz, Tz), d(fz, I)! + 
c[d(fz, Tz) + d(fz, fz)] 


= (а+Ь+с) d(fz, Tz). 


यह दर्शाता है कि fz € Tz अर्थात्‌ बिंदु г प्रतिचित्रणों T 
तथा f का संपात बिंदु है. 


प्रमेय 22 मान लें (X,d) एक दूरीक час छे. T 
समष्टि X से CL(X) पर एक बह्ठमानी प्रतिचित्रण है. यदि 
प्रतिचित्रण f: X > X इस प्रकार हो कि T(X)cfX) एवं f(X) 
(Т, )-कक्षत: पूर्ण हो तथा प्रत्येक x,y e X के लिये T शर्त (3.1) 
संतुष्ट करता हो, जहाँ a > o b = o, ० * ७ ल्या 


(2.4) av ED Jee 
तो Т तथा £ के लिये समष्टि X में एक संपात बिंदु होला 
है, अर्थात्‌ X में एक बिंदु 2 का इस प्रकार अस्तित्व होता 
है किं SV Е 17. 

उपपत्तित X में एक बिंदु Xე लें. हम X में अनुकमों lx.) 
एवं (y) की निम्न प्रकार से रचना करते हें. चूंकि 
T(X) c fx) इसलिये हम मान सकते हैं कि y| = fx, e Тху तथा 
y) = fx € Тх इस प्रकार हैं कि 


.. y2) < АН(Тх, Ie 
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a रूप में हम मान सकते हैं कि +| ir € Tx) एवं 
Ynı2 = nı2 61%) ST 


(Уц Yn«2) - ATX, TXp+1). 


अत: (23) द्वारा 


A 


«Ун» Yn+2) = AH(T xn» Txn+1) 


IA 


ha. fer (d(fx,,, %.+I), db Exar 
(+ > Txn+1), [d(fxn， Txn+1) 
а(х, Tx,)]/2] + А.з а(х, 
प ЧОЕ À c[d(fx,,, 
Ту)» (іх + Tx,)] 


IN 


ha. अधि {d(Y p Yn 1), dy, «1 Yn«2). 
уц, Yn12)/2} + Ab. अध्चि{d(y,, 
Yn+1), d(yg I Yni2): $ Ху, 
Yn+2)I 


(1) यदि d(Y p> Yn+1) > ძ(Vე+I, Yn+2) SS 
d(yni E Yni2) 5 Aa + b) ЧУ, Yni I) + ACY: Yni 2)| 


त्रिभुजीय असमिका दूवारा 


d+ 1) Yn+2) 5 Ma +b) dyn, Yn+1) sf Acld(yn, Yn+1) 
+ ძ(Vე+), Yn+2)]- 


Sid: 
(2.10) Ч(Уп+1› Унэ) < Mar+b+c)/ (1-Ac)] dyn, У). 
(п) यदि (9(Уп+1» Уп+2) > Чуп, Yn+1) तब 


Ч(Уп+1› Yn+2) s Ma + b) d(yn+ 1> Yn+2) А À су, Yn+2)- 
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Жу, Yn+2) S Ma+b+c) Фу Yn+2) ^ 
Эта: 


(2.11) ძ(Vე+I, Yn+2) < Me/(l - Ma + š: mE. 


चूंकि 9 (a+ b+ c) < І इसलिये ‰( +७ +९)/ (1-с) <1 | 
एवं Ac/(l-XA(a-b-c)) < 1. अत: (2.10) एवं (2.11) दर्शाता है 
कि (y, अर्थात्‌ {К} उपसमष्टि (>) में कौशी अनुक्रम है 
पुन: IX) (Т, ॥-कक्षत: पूर्ण है. इसलिये (у; зчанізе IX) 
के किसी बिंदु 9 पर अभिसरित होगा, अ X में एक बिंदु 
2 इस प्रकार होगा कि p= fz. 


< dz, esi) ОЕ 


< d(fz fx,,,) + Aasmf£r(d(fs,, fz), «хі, Іх); 
d(fz, Tz), [difx,. Tz) + dífz Tx,)}/2} + 
Ab.sif£r(d(fx,, Tx), d(fz, Та) + Ac[d(tx,,, 
Tz) + dz, Tx) | 


ЦЁ, Tz) < d(fz ажр) + Фажр, T2). 4 
1 
4 
| 
| 


IA 


d(fz, fx) + Aa.sfertd(fx,, fz), dif, кы), 
d(fz, Tz), (ц, Tz) + d(fz, fx,.01/2j 3 
льца, f), d(fz, Tz) + 
хіх), Tz) + d(fz, ҳо) 


n का सीमांत मान लेने पर 


ძი, Tz s Matb 


यदि प्रमेय 2.1 तथा 2.2 में f तत्समक प्रतिचित्रण сі तो 
हम निम्न स्थिर बिंदु प्रमेय प्राप्त कर सकते है 


प्रमेय 23 मान लें (X,d) एक दूरीक समष्टि है. Т 
समष्टि X से CX) में एक बहुमानी प्रतिचित्रण है. यदि 
प्रत्येक x, у € X के लिये 


(2.3") H(Tx, Ty) < a.अधि{d(x, y), d(x, Tx), Фу, Ту), [d(x, Ty) 
+ d(y, Tx)]/2! + b.stferfd(x, Tx), Фу, 
Ty) + e[d(x, Ty) + Фу, Tx) 


जहाँ а> 0, b > 0, с > ० ME 

तो fe X में T के लिये एक स्थिर बिंदु होता है, अर्थात्‌ 
X में एक बिंदु z का अस्तित्व इस प्रकार होला छै कि 
PE 172. 


उपपत्ति. प्रमेय 21 की ve ही часа a 
जा सकती है. 


प्रमेय 2.4. मान लें (X, d) एक दूरीक час е. T 
समष्टि X से CL(X) में एक बहुमानी प्रतिचित्रण है यदि 
प्रत्येक x y € X ва esc E 
c > 0 ud a* b4 2c « 1, часе ві a % FA 
प्रतिचित्रण T हेतु एक स्थिर बिंदु होता है, अर्थात्‌ X में एक 
बिंदु z इस प्रकार अस्तित्व होता ë > ze iz 


y 


उपपत्ति. प्रमेय 22 की तरह उपपत्ति दी जा सकती 
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> 8 $i 


उदाहरण एवं टिप्पणियां 


उदाहरण 3128. मान लें %={1,3,4,6} एवं 


Tl = 6, 16 = 4 MANSO 
तब a = 3/5, b = 1/5, o [DOE 
x у e X के लिये शर्त (+) संलुष्ट है. е शार्त (А) 
संतुष्ट नहीं है. उदाहरणार्थ, x = 1 ეშ” 


पर किसी भी abc > 0 के लिये 


ad(x, y) + b{d(x, Tx) + dy, Ty) + e[d(x, Ty) + Фу, Tx)] 


= 2a + 5b Se < (а HID E ена 
= 5/20 ыс 83 = AOS पा 


उदाहरण 3.2 [121]. मान लें T:[0, 1] > თ 1] 
इस प्रकार है कि AO O x < f e 11 MM 
TT a=o, ხ=I/2 एवं ०७८5८ 14 लेने पर XF प्रत्येक 
STOTT X, y के लिये शर्त (к) संतुष्ट है जबकि x = |/2 एवं 
у =| के लिये शर्त (21) часе नहीं है. यदि 0 < h < 1/2 
लें तो x = 1/2 ud у=1 के लिये wd (24) भी संलुष्ट 
नहीं है. , 


टिप्पणी 3.1. प्रमेय 3.1 में £ को तत्समक प्रतिचित्रण, 
T को एकमानी स्वप्रतिचित्रण तथा X को पूर्ण दूरीक аб 
लेने पर हमें प्रमेय 2.1 (किरिक [28]) प्राप्त होता है. 
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टिप्पणी 3.3. TH г 
पर ва व्यापकीकृत बहुमानी संकुचन हेतु m [27] र 
स्थापित प्रमेय | प्राप्त होता है. 


Pad: संतत बहुमानी 


हेतु 
स्थिर बिंदु प्रमेय 


मान लें X एक दूरीक समष्टि है तथा 1: -> CL(X) इस 


प्रकार 8 कि HOX Ty) < Adi სესე SE 


0 < À < | ऐसे बानाख प्रकार के संकुचन EAT प्रतिचित्रणों 


ва स्थिर बिंदु के अध्ययन का अन्वेषण इस अध्याय का प्रमुस्व 
उददेश्य है. कतिपय सामान्य शर्तों के साथ सह दिखाया गया е 
कि X में एक ऐसे बिंदु 2 का अस्तित्व मिलता 8 कि ze Tz 
यदि T कक्षत: संतत हो (देखें, प्रमेय 2.1). प्रमेय 2.1 में Hae: 
संतत शर्त के स्थान पर अन्य प्रतिबंध लेकर कतिपय स्थिर बिंदु 
परिणाम प्राप्त किये गये हैं 

इस अध्याय के निम्न अनुभाग हैं : 


प्रारम्मिकी o 0 gend ome % We | 


არრა SA წVM. 


r. აო 


] 
प्रारम्भिकी 


सन्‌ 1978 में (898 एवं Жтын (61) ने संकुचन शर्त (1.1) 
को लेकर बानाख प्रकार का एक महत्वपूर्ण स्थिर बिंदु प्रमेय प्राप्त 
किया (देखें अध्याय 1, प्रमेय 1.1). हाल ही में प्रोफेसर fers Ж 
शर्त (1.1) के अधीन दूरीक, कल्प-दूरीक एवं त- पूर्ण सांख्थित्तिक 
ASE पर कुछ महत्वपूर्ण परिणाम प्राप्त किये 8 (देखें, [56], [58], 
[60], [61]). 


इस अध्याय में फलन H समष्टि X के чач एवं परिबद्ध 
उपसमुच्चयों (क्रमश: Чач उपसमुच्चयों) पर हाडसडॉर्फ दूरीक 
( क्रमश: व्यापकीकूत हाउसडार्फ दूरीक) निरूपिल करता है. 
d(x, A) समष्टि X के बिंदु x तथा अरिक्त उपसमुच्चय А के 
बीच सामान्य दूरी प्रदर्शित करता है. इसी क्रम में हम पिछले 
अध्यायों में प्रयुक्त чалі एवं परिभाषाओं का प्रयोगा करेंगे. 
अध्ययन 09 कलेवर की पूर्णता हेतु सर्वप्रथम कुछ परिभाषायें 
आवश्यक Š. 


परिभाषा 11 मान लें T სამა” X का एक 
स्सप्रतिचित्रण है. समष्टि X के बिंदु x के लिये Уа 
Ox, o) = (x, Tx, Tx), - - -} बिंदु x पर 7 का Фа होता 


परिभाषा 1.2. फलन G: X j R, समष्टि X के किसी 
faq x पर Toma: निम्न अर्धसंतत होता है यदि और केवल 
यदि чае X के किसी अनुक्रम (x तथा बिंदु x के लिये 
सीमा, x, =n का अर्थ हो कि G(x) < सीमा, निम्नक G(xp). 

परिभाषा 1.3. मानलें Т समष्टि X से X के अरिक्त 
उपसमुच्चयों की uie पर बहुमानी प्रतिचित्रण है और нее 
में आनुक्रम (xg x, € Т) समष्टि x के एक बिंदु z ux 
TERT होता है. तब Т कक्षत: संतत प्रतिचित्रण होला है यदि 
सीमा, x, = 2 का अर्थ है कि H(Tx, Tz) = 0. 


n 
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il 


वास्तव में feewr एवं रोड्स [61 
निम्नवत्‌ है. समष्टि X के किसी अवः 


у € O (x, oo), 0 < G < J. 


(1.1) апу, TY) SS “i 


* diea 
यह स्पष्ट है कि बानाख संकुचन शर्त A у = 1х लेने पर. 0% 
शर्त (1.1) प्राप्त होती है. इस अध्याय में हम एक एवं दो बहुमानी 
प्रलिचित्रणों हेलु स्थिर बिंदु तथा उभयन्तिष्छ स्थिर fig una 
प्रतिपादित करेंगे जो कई सुज्ञात परिणामों को विस्तारित 
एवं व्यापकीकूल करते है. 


E. 


बहुमानी प्रतिचित्रण हेतु 


тте | 
प्रमेय 2.1. मान लें (X, d) एक दूरीक. सर्मा 
T: X > CL(X). यदि समष्टि X 1-कक्षत w 
T Far संतत हो तथा किसी x e X के लिये एक ध Тея 
पूर्णाक 2 | 
के fan, 


(2.1) H (Tx, Ty) < à d(x, Tx) 


तो समझ्टि X में प्रतिचित्रण Т हेतु एक स्थिर बिंदु का 
अस्तित्व होता है. | 


उपपत्ति. मान लें xo € X. हम समष्टि X में заи | 
{xp} की निम्न प्रकार से रचना करते हैं फलन на. 
परिभाषा के अनुसार बिंदु x, € Тху के लिये хә е Tx, इस | 
प्रकार लें कि Z 


к. क 


5 e г fia 2 
d(x}, ху) <A 9 ае LON 


хі, 


а) < 


अत: (2.2) दूवारा 
(х, Xni) < dq], Тху) 


9 d(xn-1， Ха), जहाँ qe +. > 

चूंकि ი< इसलिये यह स्पष्ट है कि (xj wae X का एक 

कौशी अनुक्रम है. क्योंकि X 1-कक्षत: पूर्ण समष्टि है इसलिये 

STIPE (xn समष्टि X के किसी बिंदु ८ पर अभिसरिल होगा. ४ 

पुनः प्रतिचित्रण Т mera: संतत है अत: > 
सीमा, H(Tx, Tz) = 0. 


n 


IA 


n? 


Заг і ^ 


त्रिभुजीय असमिका чага 
d(z, Tz) < ძი, Lე)... 
< ძი, xn DIC 
अब п का सीमांत मान लेने पर 
d(z Tz) = 0, अर्थात्‌ 2 є Tz. 


आत: बिंदु у समष्टि X में प्रलिचित्रण 1 के लिये एक स्थिर 
बिंदु 8 


प्रमेय 2.2 मान लें (X,d) एक दूरीक समष्टि B 
X > CL(X). यदि समष्टि X Таа: पूर्ण हो तथा X के f: 
अवयव x के लिये शर्त (2.1) सन्लुष्ट हो तो еа Ah 


г Tg ४. 


उपपत्ति (i), मान लें xo € X 
से यह स्पष्ट Š कि X में अनुक्रम (xg 
sale X के किसी बिंदु 2 पर अभिसरित 


(ii), सदि प्रतिचित्रण T के लिये बिंदु ८ एक 
अर्थाल्‌ d(z, Tz) = 


J 
IE. 
"^ 


$ am ү K 
लब G(z = dz Tz) = 0 = सीमा नि सा कक K 


E 


IN 


सीमा, निम्नक Gix,), अर्थात्‌ 


G(z) < सीमा, निम्नक G(x,). 


वित्लोमत: यदि फलन G(x) = d(x, Tx) 1-कक्षत: निम्न 
अर्धसंतत है, अर्थात्‌ G(z) < सीमा, AF Gx 
AA 


n 


G(z = व, Tz) s सीमा, निम्नक Gix,) | 
= सीमा, निम्नाक dan, 1%) 
< सीमा, Prem ах), хы) = 0. | 


अत: (2, Tz) = 0, अर्थात्‌ प्रलिचित्रण Та लिये बिंदु z एक 
स्थिर बिंदु है. 


[58], [60], [61], [62] आदि में प्रदर्शित किया गया है कि सं 

शर्त (1.1) द्वारा अनेक те संकुचन शर्ते प्राप्त की जा 

हैं. इसी क्रम में हम बहुमानी प्रतिचित्रणों हेतु कुर 

शर्तों के अधीन सुज्ञात स्थिर बिंदु paeme PI 
प्राप्त करते हैं Mex. 


-उपघ्रमेय 23. 
T:X> CLE) a 
x, ye X के लिये 


(2.3) [HE Ty)? = MOE тх) | 

लो समष्टि x में प्रतिचित्रण T हेतु | 

अस्तित्व होता है 

उपपत्ति. संकचन 99201: 

[H(Tx, Ty? < ७०७, Tx) ду, Ty) + cd(x, Ty) diy, Tx) ©, 

< bd(x, Tx) H(Ix, Ty) + cd(Tx, Ty) HC, Tx), 

अर्थात्‌ प्रत्येक х е एवं у € Tx के लिये | 
H(Tx, Ty) <  bd(x Tx) 

अत: हम प्रमेय 22 чага परिणाम प्राप्त कर सकते ë ს 


उपप्रमेय 2.4. मान लें (Xd) एक दूरीक समष्टि ее 
और T:X>CL(X). यदि समष्टि X 1-कक्षत: पूर्ण ет तथा रू 


इस प्रकार अस्तित्व हो कि 


(24) Hx, Ty) < c({d(x, Тх))2 + (१७ T))2Y (dix, 
d(y, Ty)) 2 


जहाँ d(x, Tx) + dy, Ty) #0 लथा 
है as нах, Ту) 0 а 
हेतु एक स्थिर बिंदु का अ 


अर्थात्‌ Ew 
H(Tx, Ty) d(x, Tx) + (H(Tx, Ty)? ` 
< сбх, Tx)? (Hi 
परिणामत: 
H(Tx, Ty) <  cd(x Tx). 


पुन: प्रमेय 22 दूवारा हम परिणाम प्राप्त कर सक 


11 
दो बहुमानी प्रतिचित्रणों हेतु स्थिर बिंदु प्रमेय 


बहुमानी प्रतिचित्रण ფოი हेतु स्थिर बिंदु प्रमेय îî ( 
करने के लिये हम निम्न परिभाषा का प्रयोग करेंगे EU г 

परिभाषा 3.1158].  बहुमानी प्रतिचित्रण युगल (5,1) हेतु. | 
X के किसी बिंदु x पर अनुक्रम {x,} बिंदु x पर S T 市 Тай 


सापेक्ष BHF होता है, जहाँ प्रत्येक п І, 2, 3, ... के लिये 
Xo = X, хі e ზე. ए ES ES. 


प्रमेय 3.1. मान लें (X,d) एक दूरीक समष्टि है और 
S,T:X— CL(X) ufa X के किसी अवयव x के लिये धन 
A < | का इस प्रकार अस्तित्व हो कि प्रत्येक у е Sx 


(3.1) 5 HE) ж NAS 
> 01. tise. 7 
чат समष्लि X (5, 7)-कक्षत: पूर्ण हो < 


() жие % में अनुदर | 
प्रकार अस्तित्व होता है क सीमाए X= 2 ӘТ 
(i) प्रतिचित्रण S एवं т के लिये fais 
~ 4७५ T 


उपपत्ति. (i). मान लें «€ X. हम X A अनुक्रम (ху) 
की निम्न प्रकार से रचना करते हैं. फलन HH! परिभाषा को 
ध्यान में रखते हुये x, € Sxy एवं x, е Tx, इस प्रकार сі 
कि 

१05, x5) < A HS जहाँ 0< a < І. 
व्यापक रूप में सभी n= |, 2, 3 के लिये x, € Sx,¡ 
एवं XQ, € Tx, इस प्रकार लें कि 


(3.2) ძი, х) < काच्या चाय 
चूंकि x, e Sn इसलिये शर्त (3.1) чага 


H(Sx Tx”) < Ad(x SXn-1)- 


11-12 1-12 


अत: (3.2) द्वारा ZE 
182979 


E EST) 
S ахар 5x44) с 
< qd(x,., Xn), जहाँ а= À l-a 


पुन: q < 1. अत: यह स्पष्ट है कि समष्टि X में [x,] एक कौशी 
अनुक्रम हैं. क्योंकि X ($, 7) -कक्षत: पूर्ण чае है इसलिये 
समझ्टि X में बिंदु 2 का इस प्रकार अस्तित्व होगा कि 


सीमा, Xე = 7. 


(1). यदि प्रतिचित्रण S एवं T के लिये बिंदु 2 एक 
स्थिर बिंदु है तब 


d(z 52) = 0 < सीमा, निम्नक d(x, Sx,) तथा 


п? 


d(z, Tz) = 0 < सीमा, निम्नक d(x, Tx,), अर्थात्‌ 
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ესე ჩ ------>_<ფოაო.აბ–. 


Gi) = dx, Sx) एवं б, (х) = d(x, Tx) क्रमश: S- तथा 
T-कक्षल: निम्न अर्धसंतत हैं. 

वित्लोमत: यदि फलन G (x) = d(x, Sx) एवं бх) d(x, 
Tx) क्रमश: S- तथा 1-कक्षत: निम्न अर्धसंतत हैं. तब 


d(z, 52) = G (20 < सीमा, निम्नक लक) 


सीमा, PF da, — Sx) = 0, 


अर्थात्‌ प्रतिचित्रण S के लिये बिंदु z एक स्थिर बिंदु है. इसी प्रकार 
छम प्राप्त कर सकते हैं कि प्रतिचित्रण 1 हेतु बिंदु 2 एक स्थिर 
बिंदु है. 

परिणामतः 2 € Sz ^ Tz अर्थात्‌ प्रतिचित्रण S एवं 
T के लिये बिंदु zus उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु है. 


зччач 3.2. मान लें (X,d) एक दूरीक чае है तथा 
S, T: X > CLX). यदि समष्टि X (S, 1)-कक्षलः पूर्ण हो чат 
X के प्रत्येक अवयव x, y के लिये 0 < b < І, ८>0 का इस 
प्रकार अस्तित्व हो कि 
(A) {H(Sx, Ту)? < bd(x Sx) ау, Ty) + ed(x, Ty) Фу, Tx) 


तो чаї X में प्रतिचित्रण S एवं T के लिये एक उभयनिष्छ 
स्थिर बिंदु का अस्तित्व होता है. 


उपपत्ति. शर्त (A) Y y е Sx लेने पर 

H(Sx, Ty) < bd(x, Sx). 
अत: प्रमेय 32 से हम परिणाम प्राप्त कर सकते हैं. 

उपप्रमेय 3.3. मान लें (X, д कोई दूरीक чае है तथा 
S,T:X> CL(X) यदि समष्टि X (S, Т)- कक्षत: पूर्ण हो तथा X 
के प्रत्येक अवयव x, y के लिये 0 < ० < | का इस प्रकार अस्तित्व 


हो कि 
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m P 


FETT का ИШЕ И eee | 


yana aca >+ 


Tw" 


са 


(В) Нбх, Ty) <  c((dx, Sx) + fd 
Фу, Ту)), 


तब H(Sx, Ty)=0, तो समष्टि X में प्रतिचित्रण S 
के त्तिये एक उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु होता है. зБ 
उपपत्ति. पुन: शर्त (B) में yeSx लेने पर š 
H (Sx, Ty) < cd(x, Sx). 


अत: प्रमेय 2.2 द्वारा हम परिणाम प्राप्त कर सकते हैं. 


x 21 =: 

2. ज्य 

pc 

რ + Er T а b 4 

X X X X X E 


+ AAA 


"yy = < 


ფარ, perme ორო, 


अध्याय VI 


अस्फुट दूरीक समष्टि में 
स्थिर बिंदु प्रमेय 


s इस अध्याय में अस्फुट दूरीक समष्टि पर बानासख् प्रकार E 
के कुछ स्थिर बिंदु प्रमेय प्रतिपादित किये गये हैं जो ग्रेबियक [48] | 
के परिणाम को व्यापकीकूत करते हैं तथा (898 एवं TET [61], : 
डिक्स [56], [58] आदि के परिणामों को अस्फुट दूरीक समष्टि 
ed विस्तारित करते 8 | 
इस, अध्याय के अनुभाग हैं: к 

ë tig საც ad еги > > o 
s=: * са Я Я га Suus | Еб. 


प्रारम्भिकी 


प्रोफेसर जादेह [187] чага अन्वेषित अस्फुट समुच्चयों की 
उावधारणा का गणित एवं गणितीय विज्ञान में बड़े पैमाने पर 
उपयोग किया जा रहा है अस्फुट समुच्चय सिद्धांत गणित, जैविक 
विज्ञान, भौतिक शास्त्र, अभिकलित्रीय विज्ञान एवं अन्य कई क्षेत्रों 
में विशेष महत्व रखता है. सर्वप्रथम गणितज्ञों чага अस्फुट 
समुच्चयों का सांस्थितिकी के क्षेत्र में अध्ययन किया गया तथा गणित 
के अनेक सुज्ञात संकल्पनाओं एवं अवधारणाओं को अस्फुट 
समुच्चयो हेतु पारिभाषित एवं विस्तारित किया गया. इसी क्रम 
में दूरीक समफ्टि को अस्फुट समुच्चयों हेतु कई रूपों में पारिभाषित 
किसा गया, जिससे अस्फुट दूरीक समष्टि की अनेक परिभाणायें 
सामने आयी, मुख्यतया हम इन्हें दो भागों में विभाजित कर सकते 
& प्रथम, जबकि अस्फुट अवयवों के बीच सामान्य (हाउसडॉर्फ ) 
दूरी का प्रयोग किया गया है तथा द्वितीय, जिसमें अस्फुट अवयवों 
के बीच अस्फुट दूरी का प्रयोग किया गया है ( विस्तृत जानकारी 
हेतु देखें, [8], [13], [15], [20], [48], [55], [79], [87], [151], [165], 
[170], [182], व [183].) 


अस्फुट दूरीक समष्टि में स्थिर बिंदुओं के अस्तित्व का 
अध्ययन विशेष महत्व रखता है. हेलपर्न [55] ने अस्फुट 
प्रतिच्चित्रणों की अवधारणा प्रस्तुत करले हुये बहुमाची प्रतिचित्रणों 
га एक स्थिर बिंदु प्रमेय का सफल व्यापकीकरणा स्थापित 
किसा. सिंह एवं तलवार [165] ने дач [55] के तर्ज पर 
दो प्रतिचित्रणों 89 एक स्थिर बिंदु प्रमेय स्थापित किया तथा PRE 
[27] दवारा स्थापित व्यापकीकूत बहुमानी संकुचन ва स्थिर fag 
чац को згарае दूरीक समष्टि पर विस्तारित किया ( देखें, [165], 
उपप्रमेय 3.5). 
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दूसरी ओर ARF [48] तथा शर्मा [151] Я क्रमोसिल 
एंव साइकलेक [87] द्वारा पारिभाणित अस्फुट दूरीक समष्टि का 
अनुसरण करते हुए बानाख संकुचन सिद्धांत को अस्फुट दूरीक 
ante पर विस्तारित एवं व्यापकीकृत किया तथा अनेक 
महत्वपूर्ण परिणाम स्थापित किये हैं. हाल ही में मिश्रा, शर्मा एवं 
सिंह [94] ने ग्रेबियक [48] чага प्रस्तुत अस्फुट संकुचन की 
अवधारणा का अनुसरण करते हुये उपगामित: कमविनिमयी 
प्रतिचित्रणों 89 एक महत्वपूर्ण परिणाम स्थापित किया है जो 
ग्रेबिसक [48] तथा दूरीक समष्टि पर संकुचन प्रतिचित्रणों हेतु 
कई खुज्ञात स्थिर बिंदु ATÎ का सफल व्यापकीकरण है. हम इस 
अध्याय में अस्फुट दूरीक समष्टि पर कुछ स्थिर बिंदु प्रमेय प्राप्त 
करेंगे जो कई эта परिणामों को व्यापकीकूल करते 8 तथा feu 
एवं रोड्स [61] तथा हिक्स [56] व [58] के परिणामों को 
sree दूरीक समष्टि eg विस्तारित करले हैं. 
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2 
संकेतन एवं परिभाष्पयें 


TEE [48], शर्मा [151] तथा ferar, शर्मा एवं सिंह [94] 
का अनुसरण करते हुये हम निम्न परिभाषाओं, संकेलनों एवं 
प्रमेयिकाओं का प्रयोग करेंगे. 


परिभाषा 2.1 [48]. यदि ([0,1], +) इकार्ई І के साथ 
आवेली मोनोइड इस प्रकार हो कि a * b < с» а, जबकि 
a < с, b.s d ua გნ e MN "ზმ 
* : (0, 1] x [0, 1] > [0,1] संतत tame होता है 


परिभाषा 2.2 [48]. मान लें X एक मनमाना समुच्चय 
है * संतत मानक है तथा М एक заве समुच्चय 


x2 x [0, co] है जो निम्न शर्ते संतुष्ट करता है: 


(1) МУО CV 

(ii) M(x, yt) = 1, წ > OTST Dec 
सदि x = y, 

(ііі) M(x, y, t) M(y, x, t), 

(iv) M(x, y t) + My 2, s) < M(x, z tts), 

(v) ფშ x vae «I 9 > OE कनल 


M:(x y,-) : 10, ©] > [0,1] वाम संतत 
है, तब त्रिक्‌ (X, М, +) अस्फुट दूरीक समष्टि 
प्रदर्शित करता È, 
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परिभाषा 2.3 [151] X का 
X के fag x पर अभिसरित होता है यदि प्र 
सीमा, Mx. 2-8) 


परिभाषा 2.4 [151]. अस्फुट दूरीक ane (X, M 5 NL 
पूर्ण згере दूरीक समष्टि होता है यदि प्रत्येक कौशी अनुक्रम | 
समष्टि x के किसी बिंदु पर अभिसरित होता हो. мар 


प्रमेयिका 2.1 [94]. मानलें (у) अस्फुट दूरीक wafsc 
में एक अनुक्रम है यदि धनात्मक स्थिरांक k < | का इस प्रकार 
अस्तित्व हो कि प्रत्येक n І, 2,... के लिये 


M( yn+2， Yn+1> kt) z M(Yn+1> Yn’ t), t. 0, 


तो अनुक्रम {у} समष्टि X का एक कौशी अनुक्रम होता है. 


1 प्रमेयिका 2.2 [94]. यदि x, у e X wa ( ऽ । क्त Я 
E अ | 
M(x, у, kt) 2 M(x, у, t) तब x= y. 


I. 


3 
परिणाम 


प्रमेय 3.1. मान लें (X, M, *) एक पूर्ण अस्फुट 
दूरीक समष्टि इस प्रकार > कि tt > E TEV 
TX>X यदि T संतत प्रतिचित्रण हो तथा प्रत्येक х е X 
के लिये 0<k < | का इस प्रकार अस्तित्व हो कि 


(3.1) M( Tx, Tix, kt) > M(x, Tx, t) 


तो समष्टि X A प्रतिचित्रण T 89 एक स्थिर बिंदु का 
अस्तित्व मिलता है. 


ऐ 


उपपत्तित. मान लें ху € X. हम समफ्टि XK में 
अनुक्रम (ху) की रचना इस प्रकार करते हैं कि x, = Tx, = 
x == = ПОХ 


शर्त (3.1) दूवारा 
32) MIX, xne ty > MI სთ" 


SIT: 


M( хл, Хоц» t) =  M(Ix IE. t) 


1-12 


IV 


Міха Deepen) 


> M( xo» ху, t/kn). 
अत: प्रमेयिका 2.1 दूवारा स्पष्ट है कि (ху) समष्टि का 


एक कौशी अनुक्रम है. चूंकि समष्टि x पूर्ण है इसलिए x में 
बिंदु 2 का इस प्रकार अस्तित्व होगा कि सीमा, Xp = Z. 


71 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


त्रिभुजीय असमिका दूवारा 
Mz, Tz ў 2 Mz, xp 1/2) * Minen 12 172) 


M(z Xn), 1/2) * MO, कका 


II 


अत: n का सीमांत मान लेने पर 


| = I. अर्थात 2 ТУ. 


प्रमेय 3.1 में प्रतिचित्रण Tax संतत होने के प्रतिबंध को शिथिल 
करते 89 हम किसी फलन GX ә R, को 1-कक्षत: निम्न 
अर्धसंतत (देखें, अध्याय I, परिभाषा 1.2) ले सकते हैं. इस 
शिथिल शर्त के अधीन हमें परिणाम निम्न रूप में प्राप्त होता है 


प्रमेय 32. मान लें (X, M, +) एक पूर्ण अस्फुट दूरीक 
waft इस प्रकार है कि [* 1 24 t E [0, I. T :X Ə X. 
यदि x eX के लिये 0 <  < І का इस प्रकार अस्तित्व है 


कि शर्त (3.1) संतुष्ट हो तो 


(i). समष्टि X में अनुक्रम {x,} तथा बिंदु 2 का इस प्रकार 
अस्तित्व मिलता है कि सीमा, xQ = 2 तथा 


(1). प्रतिचित्रण T के लिये बिंदु z एक स्थिर बिंदु होता है 
यदि और केवल यदि G(x) = M(x, Tx, t) 1-कक्षत: निम्न 
अर्धसंतत हो. 


उपपत्ति, (i). प्रमेय 31 की उपपत्ति से स्पष्ट है कि 
समष्टि X में अनुक्रम (xp) एवं बिंदु 2 का इस प्रकार अस्तित्व 
मिलता है कि सीमा, x, =z. 
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(ii). मान लें प्रतिचित्रण T के लिये बिंदु z एक स्थिर 
बिंदु है तब 
M( z; Tz 0721 


> सीमा, निम्नक Mog 


CC), अर्थात्‌ G(x) = M(x, Tx, t) 
बिंदु z पर T- wea: निम्न अर्धसंतत है. 


विलोमतः यदि G(x) = M(x, Tx t) Tie 2 पर 
T-कक्षतः निम्न अर्धसंतत हो तो 


G(z) = M(z, Tz, t) 
> सीमा, निम्नक MC, SRE 


अर्थात्‌ प्रतिचित्रण T के लिये बिंदु 2 एक स्थिर बिंदु है. 


यह उल्लेखनीय है कि प्रमेय 3.1 दूवारा हम अस्फुट दूरीक 
समष्टि पर कई सुज्ञात स्थिर बिंदु प्रमेयों को उपप्रमेयों के रूप 
में प्राप्त कर सकते हें. 


उपप्रमेय 3.3 [48]. मान A(X, М, *) एक पूर्ण अस्फुट 
दूरीक समफझ्टि इस प्रकार है कि > t t € [0,1] «ат 
TX>X यदि प्रत्येक x, у के लिये 0 1 का wu 
प्रकार अस्तित्व हो कि 


(3.3) M( Tx, Tykt) > M(x, y, t) 


तो समष्टि X में प्रतिचित्रण T 89 एक अद्वितीय स्थिर बिंदु का 
अस्तित्व मिलता है. 
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उपपत्ति. эте (3.3) i y- Rha 
शर्त (3.1) प्राप्त होती है. अत: प्रमेय 3.1 ча 


प्राप्त कर सकते हैं. 


fect 3.1 उपर्युक्त उपप्रमेय 33 MAA र iA. 
सिद्धांत का see दूरीक समष्टि के लिये एक सफल रूप E 
है. कई गणितज्ञों ने इस सिद्धांत को अस्फुट दूरीक समष्टि की 
विभिन्न अवधारणाओं को लेकर कई अन्य रूपों में भी प्राप्त किया | 
है ( देखें, [8], [13], [15], [55], [151], [165], [170]). 
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The thesis entitled "Fixed point theorems in nonlinear and fuzzy 


É 
e 
е? 


| analysis" is divided into following six chapters: a 


CHAPTER | 
INTRODUCTION 
1. PRELIMINARIES 
2. BANACH CONTRACTION PRINCIPLE 

. JUNGCK CONTRACTION PRINCIPLE 

. HYBRID AND MULTIVALUED MAPS 

4 FUZZY SETS 

. OUTLINE OF FORTHCOMING CHAPTERS 


с чл RU 


CHAPTER ІІ 
FIXED POINT THEOREMS FOR 
PAIRS OF MAPS 
1. PRELIMINARIES 


2. RESULTS 
3. EXAMPLES AND REMARKS 


CHAPTER III 
COINCIDENCES AND FIXED POINT THEOREMS 
FOR MULTIVALUED CONTRACTIONS 
1. PRELIMINARIES 

. NOTATIONS AND DEFINITIONS 


2 
3. RESULTS 
4. EXAMPLES AND REMARKS 
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CHAPTER IV 


CHAPTER V 


CHAPTER VI 
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COINCIDENCES AND FIXED POINTS FOR. 
NONEXPANSIVE TYPE MULTIVA LUED M. 

1. PRELIMINARIES 
2. RESULTS 


3. EXAMPLES AND REMARKS 


FIXED POINTS FOR T-ORBITALLY 
CONTINUOUS MAPS 


1. PRELIMINARIES 
2, RESULTS 


FIXED POINT THEOREMS IN FUZZY 
METRIC SPACES 

1. PRELIMINARIES 

2. NOTATIONS AND DEFINITIONS 
3. RESULTS 
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First chapter is purely introductory in nature. A detailed introduction 
of Banach contraction principle and some of its famous generalizations is = 
given. Concept of hybrid contractions introduced by Prof. S. L. Singh and — 
Dr. C. Kulshrestha [159] is also included. At last L. Zadeh's [187] 
investigation of fuzzy sets and fuzzy metric spaces defined by Kramosil and 
Michelek [87] is introduced. It also contains some of the basic concepts 
which are used in rest of the work. 


In 1922 8. Banach proved a famous fixed point theorem which creats 
a great interest and enthusiasm among mathematicians. With a view to 
generalize the Banach contraction principle Hicks and Rhoades [61] 
estabnlished a Banach type fixed point theorem on metric spaces. The theme 
of second chepter is to establish the fixed point theorems for a system of two 
maps by using the following contractive type condition: 
For x e X, 0 = Кя 


d(Tx, წა) < hd(x, Tx). 
Indeed, we prove the following : 

THEOREM. Let (X, d) bea complete metric space. T is a 
continuous self-map of X. If there exists a map f: X X such that 
ТОО) C KX) and for all xe X, 0 - k ° |, 

(1) d(Tx, flx) < kd(x, Tx) 
上 AG CAN Z= bata, +) 


then T and f have a common fixed point in X 


By examples it is shown that main result of this chapter is a generalization of — 
the results of Hicks and Rhoades. It also contains some of the well known — — 

B ` . tag 
fixed point theorems for pairs of maps as corollaries. 6 
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points for multivalued and hybird contraction maps. The contractive | 
condition introduced by D. Delbosco [32] is extended and generalized 
multivalued maps . The concept of hybrid contraction presented by Singh ` 
and Kulshrestha [159] is used to prove some coincidence theorems. In the 
last section of this chapter, it is shown by examples that our results and the 
result of Lj. B. Cirid [27] for generalized multivalued contractions are 
independent in each other. 


Since it is not necessary that a nonexpansive map posseses a fixed 
point, hence it looks interesting to find out the conditions so that the fixed 
points for nonexpansive maps may exist. In fourth chapter we attempt to 
discuss the existence of coincidences and fixed points for nonexpansive type 
multivalued maps. Following is the main result of this chapter. 


THEOREM. Let X bea metric space and T a multi-valued map 
from X to COS). If, there exists a map f: X — X such that T(X) < IX) 
and f(X) is (T, f)-orbitally complete, and for each x, y € X, 


H(Tx, Ty) € а. тах í d(fx, fy), d(fx, Tx), d(fy, Ty), [(fx, Ty) + d(fy, 
Tx)]/2} + b.max (d(fx, Tx), d(fy, Ту); + c [d(fx, Ty) 
+ d(fy, Tx)] 


where a > 0, b> 0, c > 0 and a + b + 2८ = I, 
then f and T have a coincidence, і.е., there exists a point 2 in X such 
that fz < Tz. 


The results of this chapter generalize the interesting result for nonexpansive 
type single-valued maps investigated by Lj. B. Cirid [29]. 


The fifth chapter contains Banach type fixed point theorems for 
multivalued and pairs of multivalued maps. In this chapter we study the — - 
following contractive type condition 
For x € X, y ex ОСКЕ 


H(Tx, Ty) < kd, 


3: 


A few fixed point theorems for some 
conditions are obtained as corollaries. 


in fuzzy metric spaces. Using the concept of fuzzy mappings introdu 
Grabiec [48] we establish some fixed point theorems for maps in fu 
metric spaces. Our main result generalizes the result of Grabiec [48] = 
others and also extends the results of Hicks and Rhoades [61], Hicks [56] | 

and [58] for fuzzy metric spaces. M 
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